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TEORIA

Twierdzenie 1. (Dzielenie wielomiandw z resztq) Niech F(x),G(x) bedg wielomianami, przy
czym wielomian G(x) nie jest wielomianem zerowym. Wowczas istnieje wielomiany Q(x) i R(x)
spetniajgce rownosé

F(2) = Q(a)G(x) + R(X)

i takie, zZe stopien wielomianu R(x) jest mniejszy niz stopien wielomianu G(x). Co wiecej,
wielomiany te sq wyznaczone jednoznacznie.

Twierdzenie 2. (Twierdzenie Bézoute’a) Wielomian P(x) ma pierwiastek a wtedy i tylko wte-
dy, gdy jest podzielny przez x — a.

Twierdzenie 3. Wielomian stopnia n posiada co najwyzej n pierwiastkow.

Twierdzenie 4. Niech P(x) = an,x™ + - -+ + ag bedzie wielomianem o wspdtczynnikach catko-
witych. Jesli liczba wymierna r jest pierwiastkiem wielomianu P(z), to jej licznik dzieli ag, a
mianownik dzieli a,,.

Twierdzenie 5. Niech P(x) bedzie wielomianem o wspdtczynnikach catkowitych. Wowczas dla
dowolnych liczb catkowitych a,b liczba P(a) — P(b) jest podzielna przez a — b.

Twierdzenie 6. (Wzory Viety dla wielomiandw stopnia 2) Niech
P(t) = a2t2 + alt + ag

bedzie wielomianem o pierunastkach x,y. Wowczas zachodzq nastepujgce wzory:
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Twierdzenie 7. (Wzory Viéty dla wielomiandw stopnia 3) Niech
P(t) = CL3t3 + a2t2 —f- alt —f- Qo

bedzie wielomianem o pierwiastkach x,y,z. Wowczas zachodzq nastepujgce wzory:
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Twierdzenie 8. (Wzory Viety dla wielomiandw stopnia 4) Niech

P(t) = a4t4 + Clgtg + a2t2 + alt + ag



bedzie wielomianem o pieruriastkach x,y, z,w. Wowczas zachodzqg nastepujgce wzory:
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ZADANIA

. Rozwigza¢ uklad réwnan 2° + y° = 33, x +y = 3.

Liczby a, b, c sa pierwiastkami wielomianu z® + 22% — z — 1. Wyznaczy¢ a® + b0* + 2 i
a4+ b+ 3.

Rozwigzaé¢ w liczbach rzeczywistych uktad rownaii o +y + 2z = 1, 23 + 3° + 23 + 2yz =
ot oyt 4+ 2 41

Niech a, b beda pierwiastami wielomianu 2% — 6z + 1. Pokazaé, ze dla kazdej liczby natu-
ralnej n liczba a™ + 0" jest liczba catkowita nie podzielng przez 5.

Wielomian P(x) ma wspoltezynniki catkowite i spetnia P(0) = 2025. Jaka jest najwiecksza
mozliwa liczba catkowitych pierwiastkow wielomianu P(z)?

Wielomian P ma stopien n i spelnia P(k) = k/(k + 1) dla liczb catkowitych 0 < k < n.
Wyznaczy¢ P(n + 1).

Czy istnieje taki wielomian P(x) o wspolczynnikach catkowitych i parami rézne liczby
catkowite a, b, c, ze

Dany jest wielomian P(z) o wspotczynniku wiodacym rownym 1 oraz cztery parami rozne
liczby catkowite a, b, ¢,d spemiajace P(a) = P(b) = P(c) = P(d) = 5. Pokazaé, ze nie
istnieje liczba catkowita k spelniajaca P(k) = 8.

Dany jest wielomian P(z) o wspolezynnikach catkowitych. Pokazaé, ze jesli P(z) + 12
ma co najmniej szes¢ roznych pierwiastkow catkowitych, to P(x) nie ma pierwiastkow
catkowitych.

Dany jest wielomian P(z) o wspotezynnikach catkowitych i liczba catkowita n # 0 spel-
niajaca P(n?) = 0. Pokaza¢, ze dla wszystkich dodatnich liczb wymiernych r zachodzi

P(r?) # 1.

(a) Dla jakich liczb naturalnych n wielomian 2" + 2" +1 jest podzielny przez z*+x + 1.
(b) Dla jakich liczb naturalnych n liczba 10** 4+ 10" + 1 jest podzielna przez 377
Danych jest 2n parami réznych liczb aq,...,a,, b1,...,b,. Tworzymy tablice wymiaru
n X n poprzez umieszczenie w i-tym wierszu i j-tej kolumnie liczby a; + b;. Pokaza¢, ze

jesli iloczyn wyrazéw w kazdej kolumnie jest taki sam, to iloczyn wyrazéow w kazdym
wierszu roéwniez jest taki sam.

Niech a, b beda liczbami catkowitymi. Pokaza¢, ze wielomian (x — a)?(z — b)? + 1 nie da
sie przedstawi¢ jako iloczyn dwoch wielomianéw dodatniego stopnia o wspotczynnikach
calkowitych.

Czy istnieje wielomian niezerowy P(z) spetniajacy zP(x — 1) = (x + 1)P(x)?

Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P(z) spelniajace rownosé (x—1)P(z+1) = (z+2)P(z).



