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Teoria

Pewne wartosci wystepujace w zadaniu, ktore sie nie zmieniaja (niezmienniki) lub ich zmiane
potrafimy prosto opisa¢ (polniezmienniki) sa zazwyczaj pomocne w dowodzeniu: "czy dana
sytuacja moze mie¢ miejsce?" lub "czy gracz ma strategic wygrywajaca?".

Przyklady:
e Podzielnosci przez 2, 3 lub 4.

e Suma liczb (lub ich odwrotnosci) si¢ zwieksza lub zmniejsza.
ZADANIA

1. Czy dasie podzieli¢ zbior S = {1, 2,...,2025} na roztaczne podzbiory tak, zeby w kazdym
z nich najwieksza liczba byla rowna sumie pozostatych?

2. Dana jest szachownica 8 x 8. W jednym ruchu wybieramy kwadrat 2 x 2 i zmieniamy
kolor wszystkich poél wewnatrz niego. Udowodnij, ze nie mozna skoriczy¢ z doktadnie 1
polem bialym.

3. Na tablicy napisano liczby od 1 do 100. W jednym ruchu wybieramy dwie liczby a i b i
zastepujemy je liczbg a + b — 1. Jakie liczby mozemy uzyska¢ po wykonaniu 99 ruchow?

4. Co jesli a, b zamienimy na ab + a + b?

5. Do pewnego pokoju w ciggu kazdej minuty wchodza dwie osoby lub wychodzi jedna.
Sprawdz, czy jesli na poczatku pokdj byl pusty, to po 3% minutach moze zawieraé¢ do-
ktadnie 33 + 1 os6b?

6. Sto krow jest ulokowanych w czterech zagrodach, odpowiednio 10, 20, 30 i 40 w kazde;j.
Co godzine farmer wybiera zagrode, wyprowadza z niej 3 krowy i wprowadza po jednej
do kazdej z pozostalych zagrod. Czy moze sie zdarzy¢, ze zagrody maja tyle samo krow?

7. W kazde pole prostokatnej tablicy wpisano dodatnia liczbe catkowita. W jednym ruchu
wybieramy wiersz podwajajac wartosci w nim wpisane lub wybieramy kolumne zmniej-
szajac jej wartosci o 1. Czy mozna uzyskaé¢ tablice ztozong z samych zer?

8. Na tablicy napisano liczby od 1000 do 2999. Ruch polega na wybraniu liczb a i b z
tablicy, zmazaniu ich i napisaniu liczby %min(m b). Na koniec na tablicy zostala jedna
liczba. Udowodnij, ze jest ona mniejsza od 1.

9. Na tablicy napisano liczby naturalne a4, ...,a,. W jednym ruchu wybieramy dwie licz-
by a, b tak, ze zadna nie dzieli drugiej i zastepujemy je NW D(a,b) oraz NWW (a,b).
Udowodnij, ze nie mozemy tak robi¢ w nieskonczonosc¢.



10.

11.

12.

W Texasie istnieje n rancho sasiadujacych ze soba. Kazde z nich wspiera Demokratow
lub Republikan. Danego dnia jedli istnieje rancho, ktére ma wiecej sasiadéw przeciwnych
(do niego) niz zgodnych, zostaje przekonane do zmiany strony konfliktu (jedno rancho na
raz). Udowodnij, ze w pewnym momencie zadna zmiana nie bedzie juz mozliwa.

Siedem pol tablicy 8 x 8 jest czarnych. W danej chwili mozemy wybra¢ biate pole sasiadu-
jace z przynajmniej dwoma czarnymi i przemalowaé je na czarno. Czy istnieje poczatkowe
ustawienie czarnych pél umozliwiajace pokolorowanie calej planszy?

Na tablicy zapisano kolejno liczby 1,...,n. Ruch polega na zamianie miejscami dowol-
nych dwoch liczb. Udowodnij, ze nie mozna wykonaé¢ nieparzyscie wiele ruchéow konicowo
wracajac do wyjsciowego ustawienia.



