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TEORIA

Zasada szufladkowa Dirichleta (lub po prostu zasada szufladkowa) to bardzo logiczny
wynik, niezwykle uzyteczny i pojawiajacy sie we wtasciwie kazdej dziedzinie zadan olimpijskich.

Wersja podstawowa
Jezeli do n szufladek wlozymy przynajmniej n + 1 pitek, to musi istnieé¢ szufladka zawierajaca
przynajmniej 2 pitki.

Wersja rozszerzona
Jezeli do n szufladek wlozymy przynajmniej k-n+1 pitek, to musi istnie¢ szufladka zawierajaca
przynajmniej k + 1 pitek.

Jak wida¢, zasada szufladkowa nie jest nazywana twierdzeniem. Dzieje sie tak nie bez po-
wodu, ten rezultat jest czysto logiczny i kazdy na pierwszy rzut oka widzi, czemu tak sie dzieje.
Dlatego powotywanie si¢ w rozwigzaniu na powyzsza zasade jest uzywane w celu skrocenia rozu-
mowania. W momencie napisania "to wynika z zasady szufladkowej" pozwalamy na pominiecie
dowodu tego logicznego rozumowania.

ZADANIA

1. Udowodnij, ze wéréd dowolnych 11 liczb naturalnych istnieja dwie, ktérych réznica jest
podzielna przez 10.

2. Udowodnij, ze wsrod dowolnych n+1 liczb naturalnych istnieja dwie, ktérych réznica jest
podzielna przez n.

3. Dany jest pewien zbior 2024 liczb naturalnych. Wykaz, ze mozna z tego zbioru wybraé
takie trzy liczby a, b, ¢, aby liczba (a — b)c byla podzielna przez 2024.

4. Danych jest 111 dodatnich liczb catkowitych. Wykaz, ze sposréd nich mozna wybraé¢ 11
takich liczb, ktorych suma jest podzielna przez 11.

5. Wykaz, ze wsrod dowolnych n 4 2 liczb catkowitych istniejg takie dwie, ktérych suma lub
roznica dzieli sie przez 2n.

6. Kazde pole prostokata 3 x 7 pomalowano na biato lub czarno. Udowodnij, ze istnieja takie
4 pola, ktére maja ten sam kolor i sg "wierzchotkami" prostokata.

7. Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej istnieje taka jej wielokrotnosé,
ktora mozna zapisa¢ w systemie dziesietnym uzywajac wylacznie cyfr 01 1.

8. Wewnatrz kwadratu o boku 2 wybrano 5 punktéow. Udowodnij, ze odlegltosé pewnych
dwoch z nich jest nie wicksza niz v/2.

9. Wewnatrz okregu o promieniu 1 wybrano (a) 7, (b) 6 punktéow. Udowodnij, ze istnieja
dwa odlegte o co najwyzej 1.

10. Na przyjeciu spotkalo sie 6 osob. Kazde dwie sie znaja lub sie nie znaja. Udowodnij, ze
istnieje taka trojka osob, ze wszyscy sie znaja lub nikt nie nie zna z nikim.
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. W pewnym miescie znajduje sie 17 wysp. Kazde dwie sa polaczone ze soba za pomoca
jednej z trzech mozliwosci: mostu samochodowego, ktadki dla pieszych lub mostu kole-
jowego. Udowodnij, ze istnieja takie trzy wyspy, ze kazde dwie sa polaczone w ten sam
sposob.

Rosjanie dowiedzieli sie, ze Amerykanie posiadaja w Rosji ponad stu agentow. Kazdych
dwoch agentow dogaduje sie ze sobg na jeden z 4 tajnych sposobéw. Udowodnij, ze istnieje
trzech agentéw porozumiejacych sie ze soba w ten sam sposob.

Udowodnij, ze wsrod 21 osob istnieje grupa 6 osob taka, ze wszystkie osoby w tej grupie
znaja wszystkie pozostate osoby z tej grupy lub istnieje 3 osobowa grupa osob, w ktorej
wszystkie osoby sie nie znaja.

Na ptaszczyznie lezy n prostych, z ktorych zadne dwie nie sa rownolegte. Udowodnié, ze
mozna znalez¢ wérod nich pare prostych, przecinajacych sie pod katem nie przekraczaja-
cym 180°/n.

Ze zbioru {1,...,100} wybrano 51 liczb. Udowodnij, ze istnieja wsrod nich takie dwie
liczby a, b, ze:

(@) a—b=1, (b) NWD(a,b) =1, (c*) alb.

Ptaszczyzna jest pokolorowana na n koloréw. Udowodnij, ze istnieje prostokat o wierz-
chotkach tego samego koloru.

Na plaszczyznie z kartezjanskim uktadem wspotrzednych dany jest wypukty szesciokat,
ktorego wszystkie wierzchotki maja obie wspolrzedne catkowite. Udowodnié¢, ze jego pole
wynosi co najmniej 3.

Wielokat wypukty na plaszczyZnie zawiera co najmniej m? + 1 punktéw kratowych (czy-
li punktow o wspotrzednych catkowitych). Udowodnié, ze ten wielokat zawiera m + 1
punktéw kratowych lezacych na jednej prostej.

Wewnatrz okregu o promieniu 10 wybrano 100 punktéw. Udowodnij, ze istnieje koto o
promieniu 2, ktére zawiera przynajmniej 3 sposrod tych punktow.

Niech C' bedzie okregiem o promieniu 16 natomiast niech A bedzie pierscieniem kotowym
o wewnetrznym promieniu réwnym 2 i zewnetrznym promieniu rownym 3. Rozpatrzmy
zbior S sktadajacy sie 650 punktéw wewnatrz C'. Udowodnié, ze pierscien kotowy A mozna
potozy¢ tak aby przykryt co najmniej 10 punktéw zbioru S.



