Piotr Bury 2026/27

Zadania dodatkowe

Termin: wrzesien

Zadanie 1. Dana jest liczba = 999...99 zlozona z 999 dziewiatek. Ile wynosi suma cyfr 22?

Zadanie 2. Wyznacz liczbg¢ miejsc zerowych funkeji okreslonej wzorem:
f@)=z(x—-2)(x—4)-...- (2 —2026) + (x — 1)(x — 3) - ... - (x — 2027).

Zadanie 3. Dla kazdego niepustego podzbioru (jest ich 22026 — 1, prawda?) zbioru {1,2,3...,2026}
rozwazamy odwrotnos¢ iloczynu jego elementéw. Ile wynosi suma wszystkich takich odwrotnosci? Ile
wynosi ta suma, gdy zbior wyjéciowy ma n elementow?

Wskazowka: Wykazaé najpierw dla dowolnego n, a potem dla 2026.

Zadanie 4. Rozwazmy wszystkie liczby o 2026! dzielnikach. Czy wsréd nich jest sze$cian liczby natu-
ralnej?

Zadanie 5. Przeanalizuj ponizsze twierdzenie wraz z dowodem i odpowiedz z uzasadnieniem na pytania.
Twierdzenie: Jezeli w trojkqcie prostokgtnym diugosé przeciwprostokgtnej c jest wieksza od sumy diugosci
przyprostokgtnych a i b, to kwadrat dlugosci przeciwprostokgtnej jest wiekszy od sumy kwadratow dlugosci
przyprostokgtnych.

Dowdéd: Z zalozenia ¢ > a+b, a poniewaz boki sa dodatnie, to mozemy podnie$¢ do kwadratu otrzymujac
c? > (a+b)?, co po rozpisaniu ma forme ¢ > a? +2ab+ b?. Poniewaz 2ab > 0, to pomijajac ten sktadnik
otrzymamy wyrazenie mniejsze, tzn. ¢ > a? + b2, co nalezalo wykazaé.

Pytanie 1: Czy dowdd jest poprawny?

Pytanie 2: Czy twierdzenie jest prawdziwe?

Termin: pazdziernik

Zadanie 6. Stary farmer opowiada: Krowy sa czasem madrzejsze od ludzi. Moja Mucka stala kiedys na
moécie kolejowym w odleglodci 5 metréw od jego srodka i skubala sobie tam trawe. W pewnym momencie
spostrzegla nadjezdzajacy pociag jadacy z predkoscia 90 km/h w jej kierunku — w tej chwili byt on dwie
dtugosci mostu od strony blizszego konca mostu. Mucéka natychmiast rzucita sie do ucieczki w strone
jadacego pociagu (!). Zdazyla przed pociagiem w ostatniej chwili sie uchylié. Gdyby natomiast zachowala
sie jak wiekszo$¢ ludzi, tzn. uciekata w przeciwnym kierunku, to nie zdazytaby zbiec — zabrakloby jej 25
cm. Jak dtugi byl most? Z jaka predkoscia biegla krowa?

Zadanie 7. Wykaz, ze liczba n” — 14n® 4 49n3 — 36n jest podzielna przez 720 dla dowolnego n € N.
Zadanie 8. Uzasadnij, ze liczby pierwsze bliZniacze maja zawsze tyle samo cyfr.

Zadanie 9. Do prostokatnego pudetka o wymiarach 20 cm na 40 cm chcemy wlozy¢ dwie puszki konserwy
o promieniu podstawy 10 cm (wersja nie beletrystyczna — w prostokat wpisujemy dwa kola, styczne
zewnetrznie do siebie i bokéw prostokata). Jaki procent powierzchni podstawy pudla zakryja puszki? A
jak zmieni sie wynik, gdy zmniejszymy dwukrotnie promien spodu puszki i bedzie wtedy 8 puszek w
kartonie? Ile procent powierzchni bedzie przykryte, gdy na krotszym boku pudetka umieécimy n puszek?

Zadanie 10. Rozwazmy prostokat, ktéry tniemy na mniejsze prostokaty, tak, ze boki mniejszych prosto-
katéw sa rownolegle do bokéw wyjéciowego duzego prostokata. Kazdy maly prostokat ma przynajmniej
jeden bok bedacy liczba catkowita. Udowodnij, ze wyj$ciowy prostokat réwniez musi mie¢ cho¢ jeden bok
caltkowity.

Rozwigzanie 1. 2? =999...9% = (1099 — 1)2 = 101998 — 2. 10999 + 1. Zapisujac to w tabeli mamy:

1
10 ... ... 0
0



Dodajac dwa pierwsze wiersze i odejmujac trzeci otrzymujemy liczbe postaci 0 9...9 98 0...0 1,
gdzie pierwszy wielokropek oznacza same dziewiatki, a drugi same zera. Poza poczatkowa cyfra 0 jest
1998 pozycji, z ktérych odrzucamy cyfre 1 oraz 8. Pozostaje wiec 1996 cyfr, ktére w polowie sg zerami, a w
polowie dziewigtkami (poniewaz cyfra 2 jest dokladnie w polowie). Zatem dziewiatek jest 1996 : 2 = 998.
Suma cyfr to wiec: 998 -9 +8 + 1 = 8991.

Rozwigzanie 2. Oznaczmy f(z) =x(z —2)(z—4)-...- (£ —2026)+ (x — 1)(x —3) ... - (x —2027) =
f1(x) + fo(x). Zauwazmy, ze zaréwno f1, jak i fo sklada sie z iloczynu 1014 czynnikéw.

Mamy: f1(0) = f1(2) = f1(4) = f1(6) = ... = f1(2026) = 0. Skupmy si¢ teraz na fo.
e f5(0) > 0, bo to iloczyn parzyscie wielu liczb ujemnych,
e f3(2) <0, bo to iloczyn liczby dodatniej oraz nieparzyscie wielu liczb ujemnych,
e f3(4) > 0, bo to iloczyn dwdch liczb dodatnich oraz parzyscie wielu liczb ujemnych,

e f5(2026) < 0, bo to iloczyn jednej liczby ujemnej i reszty dodatnich.

Poniewaz dla powyzszych argumentow f; sie zeruje, wiec znaki zachowuja sie dla catej funkeji f. Oznacza
to, ze miedzy 0, a 2026 jest 1013 zmian znaku. Ponadto f(2028) > 0, bo wszystkie czynniki sa dodatnie,
wigc lacznie znaki zmieniaja sie 1014 razy. Z twierdzenia Darboux w kazdym przedziale (k,k + 2), dla
k€ {0,2,4,...,2026} mamy takie zj, dla ktérego f(xg) = 0, czyli 2 jest miejscem zerowym. Tak wiec
liczba miejsc zerowych to przynajmniej 1014. Ale stopien wielomianu f(x) wynosi dokladnie 1014, a wiec
nie moze on mie¢ wigcej pierwiastkow niz 1014. Ostatecznie, funkcja f ma wiec 1014 miejsc zerowych.

Rozwigzanie 3. Przeprowadzimy dowdd indukcyjny, ze ta suma wynosi n.

Krok 1: n = 1. Wtedy jedynym niepustym podzbiorem zbioru {1} jest {1}, wiec odwrotnosé iloczynu
tych elementéw! to % =1=n.

Krok 2:

Zalozenie;,q : Sumay = k

Tezajng : Sumag+1 =k +1

Rozpisujac sume mamy Sumag+1 = (suma skladnikéow z k + 1) + (suma skladnikéw bez k + 1). Druga
suma to suma wszystkich takich sktadnikéw, utworzonych ze zbioru poczatkowego {1,2,3,...,k}, a wiec
z zalozenia indukcyjnego jest ich doktadnie k. W pierwszej sumie mamy sktadniki, w ktorych wystepuje
liczba k + 1. Mozemy wigc liczbe k + 1 wylaczyé w mianowniku przed nawias, bo wystepuje w kazdym
skladniku jeden raz. Wyrdznijmy osobno podzbiér jednoelementowy {k + 1}, ktéry dokladal do tej
sumy skladnik %H Otrzymujemy: Sumagyi = k%rl (8* 4+ 1) + k, gdzie S* to suma wyrazen, gdzie w
mianowniku zostala usunieta liczba k+ 1. Ta suma to doktadnie k, poniewaz kazdy podzbiér zawierajacy
wezedniej k + 1, gdy rozwazano podzbiory zbioru {1,2,3,...,k + 1} jest jednoznacznie sparowany po
usunieciu tego k+1 z podzbiorem zbioru {1,2,3, ..., k} —z wyjatkiem {k+1}, dlatego liczymy go osobno.
Na przyktad wyrazenie m parujemy z % Ostatecznie suma wynosi Sumay1 = k%_l (k+1)+k=
k + 1. Na mocy zasady indukcji matematycznej szukana suma to wiec n. W szczegdlnosci dla zbioru
{1,2,3...,2026} jest réwna 2026.

Rozwigzanie 4. Jedli rozlozymy liczbe = na czynniki pierwsze, to otrzymamy x = pJ* - pg? - ... pon.
Podnoszac to do potegi trzeciej widzimy, ze potega kazdej liczby pierwszej ma wykladnik podzielny przez
3 (bo jest postaci 3a;). Liczba dzielnikéw liczby 23 roztozonej na czynniki wynosi (3a; + 1) - (3ag + 1) -
(Baz+1)-... - (3ap + 1), poniewaz kazdy dzielnik sklada sie¢ z poteg liczb pierwszych z rozkladu w
potegach od 0 (nie ma go w ogdle), do maksymalnej potegi, jaka wystepuje w danej liczbie). Kazdy
nawias przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1, a wiec caly iloczyn daje reszte 1 (znajac kongruencje to
oczywiste). Zatem liczba dzielnikéw szescianu liczby naturalnej nie jest podzielna przez 3 (daje reszte 1),
natomiast liczba 2026! =1-2-3-...-2026 jest podzielna przez 3. Sprzecznoéé, a wiec wérdd tych liczb
nie ma szeScianu liczby naturalnej.

Rozwigzanie 5. Odpowiedzi na oba pytania sa twierdzace(!). Zacznijmy od dowodu. Jest to klasyczne
rozumowanie wprost — wychodzimy od zalozen, ktore sa podane, a nastepnie prowadzimy logiczne
wnioskowanie, gdzie kazdy kolejny krok wynika z poprzedniego i otrzymujemy teze. Wszystkie kroki sa
uprawnione — po drodze skorzystaliSmy ze wzoru skroconego mnozenia oraz faktu, ze jesli odejmiemy
liczbe dodatnia, to wynik si¢ zmniejszy. Prawidlowy dowdd jest formalnym wyznacznikiem poprawnoéci
twierdzenia. Skoro juz wiemy, ze dowdd jest poprawny, to i twierdzenie tez. Poprawnos¢ twierdzenia

LA w zasadzie jednego elementu



mozna tez prosto stwierdzi¢ w ten sposéb, ze ma ono postaé implikacji, a jej poprzednik jest falszywy
(w kazdym tréjkacie, w szczegblnosei prostokatnym najdluzszy bok jest krétszy od sumy dwéch pozo-
stalych). A implikacja jest falszywa tylko, gdy poprzednik jest prawdziwy i nastepnik falszywy.
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