Piotr Bury 2025/26

Zadania dodatkowe

Termin: wrzesien

Zadanie 1. Rozwigz podane réwnanie: 423 — 3z = /1 — 22.
Wskazowka: mozna uzyé sprytnego podstawienia... trygonometrycznego.

Zadanie 2. Pewna funkcja kwadratowa ma dwa rézne miejsca zerowe x1, T2, a jej najmniejsza wartosé
jest réwna sumie wspolczynnikéw. Oblicz sume z1 + zs.

Zadanie 3. Rozwazmy szachownice o wymiarach 2025 x 2025. W kazde jej pole wpisujemy dodat-
nig liczbe naturalng. Nastepnie obliczamy kolejno sumy liczb znajdujacych sie w kazdym wierszu oraz
w kazdej kolumnie. Rozstrzygnij, czy obliczone 4050 sum moze by¢ kolejnymi liczbami naturalnymi.

Zadanie 4. Do pewnego turnieju przystapito 32 zespoly, wéréd nich druzyny A i B. W turnieju druzyny
taczone sa w pary, rozgrywaja mecz i przegrany odpada. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze druzyny A
i B zagraja ze soba?

Zadanie 5. Rozwazmy ponizszy algorytm:

I. Wybieramy liczbe trzycyfrowa, ktéra ma rézne cyfry setek i jednosci.
II. Zapisujemy liczbe trzycyfrowa, ktéra powstaje przez zamiane miejscami cyfr setek i jednosci w licz-
bie z kroku I.
III. Od wigkszej z liczb odejmujemy mniejsza.
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IV. Rozwazamy liczbe postaci {T . %t”, gdzie t jest liczba z kroku II1.

V. Do liczby z kroku IV dodajemy liczbe, ktéra powstaje przez zamiane miejscami cyfry setek i jednosci
w liczbie z kroku III.

Udowodni¢, ze otrzymana liczba jest wigksza od réznicy iloczynu cyfr oraz sumy cyfr liczby wyjsciowe;j.

Uwaga: Gdy w pewnym momencie otrzymamy liczbe dwucyfrowq to traktujemy jq jako trzycyfrowq dopi-
sujgc na poczgtku 0.

Termin: pazdziernik

Zadanie 6. Ile jest liczb naturalnych wiekszych od 1000, w ktorych wszystkie cyfry sg wieksze od 1 oraz
iloraz pierwszej i ostatniej cyfry jest rowny sumie pozostalych cyfr?

Zadanie 7. Wyznacz wszystkie niepuste podzbiory zbioru liczb rzeczywistych dodatnich takie, ze dla
kazdej liczby x nalezacej do tego podzbioru, potega liczby x o dowolnym wyktadniku dodatnim réwniez
nalezy do tego podzbioru.

Zadanie 8. Rozwazmy wycinek kota o promieniu R, w ktéry wpisujemy mniejszy okrag o promieniu r.
Cieciwa, ktora taczy konce promieni stycznych do mniejszego okregu ma dlugosé 2xz. Wykaz, ze zachodzi
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WZOT;—EZI.

Zadanie 9. WprowadZzmy nowe pojecie. Niech dany bedzie zbiér X, ktorego elementami sa zbiory. Se-
lektorem zbioru X nazywamy taki zbior sktadajacy sie z pewnych elementéw zbioréw nalezacych do
zbioru X, ktéry ma z kazdym z tych zbioréw dokladnie jeden element wspdlny. Wyznasz selektory naste-
pujacych zbioréw: A = &, B = {{1, 10}, {100, 1000}},C = {{1,2},{2,3},{1,3}}, D = {{1},{2},{3}}.
Co mozna powiedzie¢ o selektorze zbioru X, gdy nalezy do niego zbiér pusty?

Zadanie 10. Wyznacz wszystkie tréjki liczb naturalnych dodatnich a, b, ¢ takie, ze (2a + b)(2b + a) =
133...36, gdzie po prawej stronie jest dokladnie ¢ tréjek pomigdzy jedynka i szostka.
Wskazowka: Sprobuj znaleZ¢ nagpierw jokgkolwiek takq trojke liczb.



Termin: listopad

Zadanie 11. Zapisz nastepujace wyrazenia algebraiczne:
) kwadrat sumy odwrotnosci liczb = i y

) kwadrat odwrotnosci sumy liczb z iy

) sume odwrotnosci kwadratéw liczb x iy

) sume kwadratéw odwrotnosci liczb z i y

) odwrotno$é¢ kwadratu sumy liczb iy

) odwrotno$é¢ sumy kwadratéw liczb x iy

Zadanie 12. Prawdziwa jest nastepujaca réwnosé:
25% 4123 25+12

253 + 133 25+ 13’
Odkryj zasade, wedlug ktorej zostala ona utworzona, ktéra to zasada uzasadni jej prawdziwos¢. Nastepnie

majac juz te regute podaj inny analogiczny przyktad.

Zadanie 13. Rozwiaz réwnanie log, - log, x - logg z = log, - log, « + log, « - logg « + log, = - logg .

Zadanie 14. Starozytni Babilonczycy znali sprytna metode mnozenia dwdéch liczb. Najpierw liczyli ich
sume oraz réznice. W kolejnym kroku brali kwadraty otrzymanych liczb i je odejmowali. Wynik dzieli
przez 4. Wykonaj obliczenia dla liczb 43 oraz 57. Uzasadnij, dlaczego ta metoda zawsze dziala.

Zadanie 15. Relacja nalezenia € nie jest przechodnia tzn. nie zawsze prawda jest .jesli A € B oraz
B e C, to A€ C”. Podaj odpowiedni kontrprzyktad.




Rozwigzanie 1. Dziedzina réwnania jest zbiér D = [—1, 1]. Podniesienie do kwadratu prowadzi do réw-

nania wielomianowego stopnia széstego, wiec zastosujemy inna metode. Zrébmy nietypowe podstawienie
cosa =z dla a € [0,7]. Otrzymujemy wtedy:

4cos® o — 3cosa = /1 — cos? z.

Po lewej stronie dostrzegamy wzdr na cos 3a, a po prawej jedynke trygonometryczng pod pierwiastkiem.
Zatem:

cos3a = |sinal.
W rozpatrywanym przedziale sinus jest nieujemny wigc:
cos 3o = sin a.

Dalej to standardowe rozwiazanie réwnania trygonometrycznego:
™
cos 3o = cos (5 - a)

3a:gfa+2k7r \Y 3a:fg+a+2k7r, kez

4a:g+2k7r v 2a:—g+2k7r, ke

T kmw T
afg o5 \Y a7*1+k’ff, kez
Uwzgledniajac przedzial [0, 7] otrzymujemy o € {g, %T, ?ZT}

Wracajac do podstawienia:

T 51 3T
x:cosg V x=cos— V m:cosz.

Wiyniki te mozemy uproécié¢ stosujac wzér na cosinus podwojonego kata' i wzér redukeyjny otrzymujac

ostatecznie:
L [VarVE VA B Ve
2 ’ 2 o2 [
Rozwigzanie 2. Niech f(z) = az? + bz + ¢ oraz a # 0. Najmniejsza warto$¢ jest przyjmowana
w wierzchotku i wynosi y,, = %. Otrzymujemy réwnosé
—-A
= b
1a at+b+c
—b? + dac
———— =a+b+tc
4a
—b?
—+c=a+b+c
4a
12
—_— = b |-4
w = +b |-4da
—b% = 4a® + 4ab
4a® + 4ab+b* =0
(2a +0)* =0
20 +b=0
2a = —b
. . -b  2a
Zatem ze wzordow Viete'a ©1 + 1o = — = — = 2.
a a

Rozwiagzanie 3. Zliczone 4050 sum dodane do siebie tworzy liczbe parzysta, poniewaz kazde pole
szachownicy zostalo zliczone dwukrotnie — raz jako kolumna a raz jako wiersz (czyli ta suma to dwu-
krotno$¢ sumy wszystkich liczb na tablicy). Jednak wéréd 4050 kolejnych liczb naturalnych dokladnie
potowa (czyli 2025) liczb jest nieparzysta, a suma nieparzystej liczby liczb nieparzystych jest nieparzysta.
Dodanie pozostaltych liczb parzystych zachowuje nieparzysta sume. Ta sprzeczno$¢ oznacza, ze obliczone
4050 sum nie moze by¢ kolejnymi liczbami naturalnymi.

Iz doktadniej we wzorze cos2a = cos? a — sin? a podstawiamy z jedynki trygonometrycznej za sinusa, a nastepnie

. . . . R ™ bm
wyznaczamy cos o = ‘/% i podstawiamy za « odpowiednio cos 3 oraz cos e



Rozwigzanie 4. Aby wylonié¢ zwyciezce nalezy rozegra¢ 31 meczéw. Wynika to z faktu, ze w kazdym
meczu odpada jedna druzyna, wiec zaczynajac od 32 druzyn, jedna pozostanie po doktadnie 31 meczach.

Wszystkich mozliwych réznych meczy (sparowan) jest (322) = % = 512, bo wybieramy dwa zespoly do
gry z puli 32 druzyn. Aby druzyny sie spotkaly, musi to nastapi¢ w jednym z 31 meczéw, a wiec szukane
1
dopodobienistwo t = — =6,25%.
prawdopodobiefistwo to T2 = 7 ,25%

Rozwigzanie 5. Zauwazamy, ze jedyna sytuacja wspomniana w UWADZE zachodzi dla liczby 99. (gdy
cyfra setek i jednosci rézni si¢ o wigcej niz 1 to réznica jest wigksza niz 100. Gdy cyfra setek i jednosci
rézni sig o 1 to réznica wynosi dokladnie 99, bo cyfra dziesigtek pozostaje bez zmian).

Niech nasza liczba bedzie 100x + 10y + z. Wtedy liczba po zamianie cyfr bedzie 100z + 10y + z.
Bez straty ogélnosci > z. Odejmujac mniejsza od wiekszej otrzymamy 99z — 99z = 99(x — z) =
100(z — z) — (x — z) =:A. Zauwazmy, ze powstala liczba ma cyfre dziesiatek réwna 9. Zatem liczba
czytana od tylu tez. Cyfra setek odwréconej liczby jest 10 — (x — z) (bo jest to cyfra jednosci liczby A).
Cyfra jednosci odwréconej liczby jest cyfra (v — z) — 1 (odejmujemy jedynke, bo liczba A jest postaci
100(x — 2)—B, gdzie B:= (z — z) € {1,2,3,...,9}. Zatem liczba setek zmniejsza si¢ o 1).

Zauwazmy, ze {%2 . [%tu jest wieksze od t bo:

Gdy otrzymamy t parzyste to funkcja sufit nic nie zmienia, a dla nieparzystej dostajemy liczbe jeszcze
wieksza. Liczba %2 wynosi w przyblizeniu 1,2337 > 1. Najmniejsza réznice miedzy ¢, a %2~ %t] otrzymu-
jemy dla  najmniejszej mozliwej wartosci ¢ czyli 99  (bo  réznica ta  wynosi
ok. 1,2337¢t — t = 0,2337t). Dla 99 wynosi wiec ona co najmniej 0,2337 - 99 = 23,1363. Biorac wiec
ostatecznie podloge, otrzymujemy i tak liczbe co najmniej o 23 wigksza od liczby z kroku III.
Zauwazmy tez, ze iloczyn cyfr wyjéciowej liczby jest mniejszy od 9-9-8 = 648. Gdy od niego odejmiemy
sume cyfr liczby wyjéciowej (minimalnie 1 od liczby 100) to otrzymamy liczbe na pewno mniejsza od
648.

W ostatnim kroku dodajemy do siebie dwie liczby. Jesli pokazemy, ze mniejsza suma jest wigksza od 647
to tym bardziej szukana suma. Rozwazmy zatem liczbe z kroku III zamiast liczby z kroku IV.
Otrzymujemy zatem: 100(x — z) — (¢ —2) + 100(10 — (z — 2)) + 90+ (z — 2) =1 = 100(z — 2) — (z — 2) +
1000 — 100(z — 2z) + 89 + (x — z) = 1089.

Otrzymana suma jest mniejsza od potrzebnej nam sumy, a i tak jest wieksza od maksymalnej wartosci
roznicy iloczynu cyfr oraz sumy cyfr liczby wyjsciowej.

Ciekawostka: Zadanie to wymyslitem specjalnie na potrzeby zaje¢ z Dydaktyki Matematyki podczas
moich studiéw na WMil UJ. Wtedy kazdy uczestnik zaje¢ musial da¢ do rozwiazania kazdemu innemu
uczestnikowi dwa ciekawe wedlug siebie zadania, ktérych rozwiazania pézniej ocenial. Poza tymi zaje-
ciami zadanie to nie bylo nigdzie pokazywane, ani publikowane.

Rozwigzanie 6. Rozwazane liczby sa minimum czterocyfrowe. To oznacza, ze z wyjatkiem pierwszej
i ostatniej cyfry sa jeszcze co najmniej dwie inne. Ich suma jest wicksza badZ réwna 4 (bo kazda cyfra
> 1). Zatem jesli pierwsza cyfre oznaczymy x a ostatnig y, to 3y = 4. Rozwazmy przypadki:
e jesdli y = 0 lub y = 1, to sprzecznos¢, poniewaz cyfry maja by¢ > 1,
e jesli y = 2, to x = 8 oraz suma pozostalych (co najmniej dwéch) cyfr wynosi 4. Musza to byé
wiec cyfry 2 1 2. Otrzymujemy wiec liczbe 8222
e jesli y > 3, to z > 12. Sprzecznosé, bo x € {0,1,2,...,9}.

Zatem jest jedna liczba spelniajaca warunki zadania i jest nia 8222.

Rozwiagzanie 7. Jest 7 takich zbioréw: Z; = {1}, Z2 = (0,1), Z3 = (0,1], Z4 = (1, +0), Z5 = [1, +0),
Zg =Ry, Z7 = (07 1) U (1v -l—OO).

Rozwiazanie 8.

Rozwigzanie 9. Selektorem zbioru A jest zbiér pusty <.

Zbiér B ma nastepujace selektory: {1,100}, {1,1000}, {10,100}, {10, 1000}

Zbiér C nie posiada zadnego selektora. Zbiory jednoelementowe zlozone odpowiednio z 1,2 lub 3 nie
spelniaja warunku, poniewaz wtedy selektor nie mialby elementu wspélnego z kazdym ze zbioréw z
C. Jesli dotozymy do jednego elementu jakikolwiek drugi, to wtedy z pewnym zbiorem z C beda dwa
elementy wspolne.

Selektorem D jest {1,2,3}.

Jesli do zbioru X nalezy zbiér pusty, to wtedy X nie posiada selektora, poniewaz zbiér pusty nie ma
zadnych elementéw, a wiec nie bedzie spelniony warunek, ze wybraliémy jeden element z kazdego zbioru.



Rozwigzanie 10. Poniewaz (2a + b) + (2b + a) = 3a + 3b = 3(a + b), wiec albo obie te liczby sa
podzielne przez 3 albo jedna daje reszte 1, a druga reszte 2 z dzielenia przez 3. W pierwszym przypadku
ich iloczyn, czyli (2a 4 b) - (2b + a) jest podzielny przez 3, a w drugim iloczyn daje reszte 1-2 = 2 z
dzielenia przez 3.

Liczba 13...36 ma sume cyfr réwna 3c+ 6+ 1 = 3(c+2) + 1, a wiec z dzielenia przez 3 zostaje reszta 1.
Otrzymana sprzecznosé oznacza, ze nie ma takich tréjek a, b, c.

Piotr Bury



