Piotr Bury 2024/25

Zadania dodatkowe

Termin: wrzesien

Zadanie 1. Za pomocag cyfr 2,0,2,4 w podanej kolejnosci polaczonych znakami i symbolami matema-
tycznymi utworzy¢ liczby od 1 do 20 (chetni moga ciagnaé te liste dalej... np. do 50).
Na przyklad: 0=2-0-2-4, 5=224+4  31=-20+1og 4.
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Zadanie 2. Rozwazmy bardo cienka powierzchnie np. chusteczke! o gruboéci 0,1 mm. Sktadamy ja na
pét (ma grubosé 0,2 mm), znowu na p6! (ma grubos$é 0,4 mm), i tak sktadamy ja na pét lacznie 40 razy.
Jakiej wysokosci (grubosci) bedzie ten stosik?
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Zadanie 3. Rozwazmy nieskonczong sume =4 —S + —;’ + —: + ..., gdzie C,, oznacza n-ta cyfre po
T ow ™ T

przecinku? liczby 7. Wykaz, ze suma ta jest skoficzona (tzn. jest réwna pewnej liczbie rzeczywiste;).
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Zadanie 4. Oblicz najmniejszg wartoéé wyrazenia: 22924 + == dla x € R,..
x

Zadanie 5. Niech dane bedzie réwnanie 23 + 2az + b = 0 (a,b — dane). Wykaz, ze jesli 2o spelia to
réwnanie, to zob < a?.

Termin: pazdziernik

Zadanie 6. Udowodnij, ze istnieje tylko jeden zbiér pusty.

Zadanie 7. Rozwazmy liste, ktéra zawiera 2024 ponumerowane kolejno zdania. Zdanie n-te ma postaé:
,Dokladnie n zdan na tej liscie jest falszywych.”
Ile zdan jest prawdziwych i ktére?
Zadanie 8. Niech dany bedzie zbiér A = {0,1,2,3,...,19,20}. Ktére liczby ze zbioru A spelniaja
implikacje:
Jezeli n jest parzysta, to n jest podzielna przez 4.

Zadanie 9. Znajdz wszystkie liczby niewymierne a, dla ktérych a? —44a oraz a®—2015a sa wymierne.

Zadanie 10. Dane sa liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniajace warunki: a +b+c+d > 0, ab+ ac + ad +
bc + bd + cd > 0, abc 4 abd + acd + bed > 0, abed > 0. Wykaz, ze kazda z liczb a, b, ¢, d jest dodatnia.

LJesli ktos uwaza, ze chusteczka jest za mala, by zlozy¢ ja az 40 razy, moze wyobrazi¢ sobie ogromnga plachte roztozona
na bardzo duzym polu.
2Mowa oczywiscie o standardowym rozwinigciu w systemie dziesigtnym tzn. m = 3,1415926... .



Termin: listopad

Zadanie 11. Rozwiaz uktad rownan
ot oyt =27
Y4 2t = o7

o424 = y7
Zadanie 12. Wykaz, ze dla kazdego n € N liczba | (2 +v/3)"| jest nieparzysta.

Zadanie 13. Rozwazmy kwadrat o boku 2, ktéry dzielimy na cztery przystajace kwadraty o boku 1.
W kazdy z tych malych kwadratéw wpisujemy koto. Oblicz promien kola, ktorego srodek jest srodkiem
duzego kwadratu i ktére jest styczne zewnetrznie do czterech malych kot.

Zadanie 14. Rozwazmy analogiczna sytuacje w 3D, tzn. szedcian o krawedzi 2, ktéry dzielimy na osiem
przystajacych szeScianéw o krawedzi 1. W kazdy z tych malych szeScianéw wpisujemy kule. Oblicz
promien kuli, ktérej érodek jest srodkiem duzego szeScianu i ktéra jest styczna zewnetrznie do matych
kul.

Zadanie 15. Rozwazmy analogiczna sytuacje w dowolnym n-tym wymiarze, tzn. hiperszescian o krawe-
dzi 2, ktéry dzielimy na 2™ przystajacych szesciandéw o krawedzi 1. W kazdy z nich wpisujemy hiperkule.
Oblicz promien hiperkuli, ktérej srodek jest $rodkiem duzego hipersze$cianu i ktéra jest styczna zewnetrz-
nie do malych hiperkul.



Rozwigzaniel. 1=(2+0+2):4 12=(20+2)-4 23=29—2+4!

2=-240+2+V4 13=—-2—-0! 424 24=2.0-2+4!
3=-20424+4 14 =—-2+0+1log 4 25 = —20 + 24 4!
4=2+0+]logy4 5 0ot Vvv2 26 =2-0+2+4l
5=20424/4 Y, 27=20+2+4!
6=2+02+4 16:(3 )4 98 =240 +2+4!
7=-2042.4 17=2"+2 \ 20=2+0! 42 +4!
8=2+0+2+4 18=2+0+2 30=—2+0+log 4
10=24+04+2-4 20=-2+0—-2+4! 31=-2%+1log 4
11=240+2-4 21=-20—2+4! YV V2
22=2.0—2+4! 32=(2+40)-2¢

Rozwiazanie 2. Poczatkowa grubos$¢ to 0,2 mm. Kazde zlozenie na pdét podwaja grubosé stosiku.
Czynno$é te wykonujemy 40 razy, wiec konicowa wysoko$é to 0,1-24° mm = 109951 162777,6 mm ~ 110
tys. km (!). Jest to prawie trzykrotnie wigcej niz obwod Ziemi.

Osoby znajace ciagi odnajda w tym zadaniu ciag geometryczny o pierwszym wyrazie a; = 0,1 i ilorazie
q=2.

Rozwigzanie 3. Skoro C,,, to n-ta cyfra, to maksymalnie wynosi ona 9. Zachodzi wiec ponizsze osza-
cowanie:
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Ale te¢ sume umiemy policzyé — jest to suma szeregu geometrycznego (a1 =—,q= ) Wynosi zatem
T n

9
p 9
§=-—T T = 71(% 4,2). Szukana suma jest mniejsza niz S, a wiec skoficzona.
1-= 7~
m

Rozwiazanie 4.

Sposéb 1

Pod koniec klasy 3 poznaje sie rachunek rézniczkowy (pochodne) i wtedy mozna to zadanie rozwiazaé
»schematycznie” jako jedno z wielu zadan typu: ,,Oblicz najwieksza i najmniejszg wartosé funkcji f w
podanym przedziale”.

Szkic: Szukamy za pomoca pochodnych ekstreméw lokalnych wewnatrz przedziatu, liczymy granice na
kranicach przedzialu, podajemy warto$¢ najwicksza i najmniejsza (jesli istnieja).

Sposéb 11
2024

1
22024 4 — 4 — ... 4+ — a wiec z nieréwnoéci miedzy $rednimi (A — G):
x x

2024 | 2024 2024
x + 2025 1
z_ > 22024 =1,

2025 x

Zauwazmy, ze x?0%4 4 2024 —

czyli omawiane wyrazenie jest > 2025. Réwnoéé zachodzi, gdy wszystkie sktadniki sa réwne tzn. 20?4 =

%, czyli gdy = = 1. Wtedy wartoéé wyrazenia wynosi 12024 + - = 2025.

Rozwigzanie 5.
Sposéb I - pomystowy
Skoro xg spetnia réwnanie, to: 3 + 2ax + b = 0, co mozemy ,sprytnie” zapisa¢ zoz3 + 2axg +b = 0 (%).
o Jedli 2o =0, to b =0, a wiec nieréwnosé xob < a? jest prawdziwa.
e Jedli zp # 0, to réwnanie (x) oznacza, ze liczba xq jest pierwiastkiem réwnania kwadratowego
zox? 4+ 2ax + b = 0, w szczegdlnoéci A > 0. A wiec 4a? — 4x9b > 0, co po przeksztalceniu daje

zob < a?.
Zadanie to pochodzi z 17. Olimpiady Matematycznej, z pierwszego etapu.
Sposéb 11
Skoro g spelnia réwnanie, to: z3 + 2axg + b = 0, skad b = —z3 — 2axy.

Przeksztalcajac réwnowaznie teze mamy:

zob < a?



—mé — 2axg < a?

T+ 2a2% +a®> >0
(a+23) <0
co jest prawda, bo kwadrat liczby rzeczywistej jest nieujemny.

Rozwiazanie 6. Zal6zmy nie wprost, ze istnieja dwa rézne zbiory puste: @1, Jo. Wiemy, ze zbidr pusty
zawiera sie¢ w kazdym zbiorze, wiec w szczegdlnosci @1 C @y oraz Py C F1. Ale je§li A C Boraz BC A
to oznacza, ze A = B, wigc @1 = 9. Istnieje zatem tylko jeden zbiér pusty.

Rozwiazanie 7. Na liScie nie moze by¢ wigcej niz jedno zdanie prawdziwe, bo wtedy koniunkcja dwoch
roznych zdan bytaby fatszywa. Gdyby wszystkie 2024 zdania byly falszywe, to w szczegdlnodci ostatnie
zdanie tez, czyli nieprawda jest, ze 2024 zdania sg falszywe. Sprzecznoéé. Liczba zdan prawdziwych jest
wiec > 1 oraz < 1. Jest zatem dokladnie jedno zdanie prawdziwe, czyli 2023 falszywe. Prawdziwe jest
wigc zdanie o numerze 2023.

Rozwiagzanie 8. Implikacja jest falszywa tylko w przypadku, gdy z prawdy wynika falsz. Zatem liczby
1,3,5,7,9,11,13,15,17,19 spelniaja implikacje, bo poprzednik jest falszywy. Ponadto spelniaja ja tez
liczby 0,4, 8,12, 16, 20 — dla nich poprzednik i nastepnik sa prawdziwe. Implikacja nie jest speiniona tylko
dla liczb: 2,6, 10, 14, 18, bo sa to liczby parzyste, ale niepodzielne przez 4.

Rozwiazanie 9. Chcemy, aby a? — 44a oraz a® — 2015a byly wymierne.

Rozpiszmy a(a?—44a) = a®—44a® = a®—2015a+2015a—44(a® —44a+44a) = (a®—2015a) —44(a®—44a)+
2015a —1936a = (a® —2015a) — 44(a® — 44a) + 79a. Stad a(a? — 44a) = (a® —2015a) — 44(a® — 44a) + 79a,
czyli a(a® —44a) —79a = (a®—2015a) —44(a® —44a) i dalej a[(a® —44a) —79] = (a®—2015a) —44(a® —44a).
Prawa strona jest wymierna, poniewaz réznica i iloczyn liczb wymiernych jest wymierny. Zatem lewa
tez. Ale lewa to iloczyn liczby niewymiernej oraz wymiernej. Taki iloczyn jest wymierny tylko gdy liczba
wymierna jest réwna 0, tj. a®> — 44a = 79. Rozwiagzaniami tego réwnania sa: a; = 22 + V563 V ay =
22 — 1/563. Obie te liczby spetniaja warunki zadania, bo a? — 44a = 79 € Q oraz a® — 2015a = a(a® —
44a + 44a — 2015) = a(79 + 44a — 2015) = a(44a — 1936) = 44a(a — 44) = 44(a® — 44a) = 44 - 79 € Q.

Rozwiazanie 10. Warunki w zadaniu kojarza nam sie z wzorami Viete’a stopnia 4. Rozwazmy wielomian
o pierwiastkach a, b, ¢, d, tj. W(z) = (x — a)(z —b)(x — ¢)(z — d), ktéry po wymnozeniu przyjmuje postaé
ogolna W (z) = 2* + a32® + agx? + a1x + ag. Ze wzoréw Viete'a (i zalozen):

e —a3=a+b+c+d>0=a3<0

e apo =ab+ac+ad+bc+bd+cd>0=ay >0

e —ay =abc+ abd + acd 4+ bed > 0= a1 <0

® ag =abed > 0= a9 >0
Zatem dla z < 0 jest W(z) > 0,a wiec wielomian W (z) ma tylko dodatnie pierwiastki. Stad a, b, c,d > 0.
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