Piotr Bury (2026/27)

Zadania podsumowujace

Zadanie 1. Wykazaé, ze pierwiastek zespolony stopnia n z liczby réznej od zera ma dokladnie n ele-
mentéw, ktore wyrazaja sie¢ wzorami:

2k 2k
e = /T (Coswﬁsmw) ke{0,1,2,...,n—1}.
n n

Zadanie 2. Udowodni¢ uwage podana na lekcji:
Liczby a i b daja te sama reszte z dzielenia przez n wtedy i tylko wtedy, gdy n | a — .

Zadanie 3. Rozwazmy zbiér izometrii wlasnych tréjkata réwnobocznego (tzn. takich przeksztalcen
plaszczyzny, ktore przeksztalcaja go na siebie). Latwo zauwazyé, ze elementami takiego zbioru sa:
S4,58,Sc,00,01,02, gdzie np. S4 to symetria wzgledem symetralnej przechodzacej przez wierzchotek
A, za$ Og to obrét! o kat 360°(lub 0°) wzgledem $rodka tréjkata, Oy o kat 120°, a Oy o kat 240°. W tym
zbiorze rozwazmy dzialanie skladania tych przeksztalcen, czyli np. Sp oS4 := Sp(S4), a wiec najpierw
wykonujemy S 4, a nastepnie Sg. Powyzszy zbiér wraz z dzialaniem skladania tworzy grupe, ktora ozna-
czamy Ds i nazywamy grupa diedralng (dihedralng) tréjkata réwnobocznego?®.

Prosze stworzy¢ tabelke dziatania dla tej grupy i wskazaé element neutralny i elementy symetryczne.
(dla ambitnych: stworzy¢ tabelke dziatania dla Dy - czyli grupy izometrii wlasnych kwadratu)

Zadanie 4 (Kwaterniony). Rozwazmy uogélnienie liczb zespolonych tzw. zbiér kwaternionéw:

a b .
H{{ 3 a]' gdmea,bG(C}.

Wykazaé, ze zbior H wraz ze zwyklym dodawaniem macierzy tworzy grupe abelowa. Sprawdzi¢ jakie
wlasnosci ma H z mnozeniem macierzy.

b
Zadanie 5 (Grupa Heisenberga). Wykaz, ze zbiér macierzy postaci ¢ | tworzy grupe.
1

O O =
O = Q

Zadanie 6. Sprawdzi¢, czy relacja R C N x N okre$lona wzorem VYm,n € N: nRm < n ma tyle samo
cyfr co m, jest relacja rownowaznosci. Jesli tak, to wyznaczy¢ jej klasy abstrake;ji.

Zadanie 7. Wyznaczy¢ dziedzine i przeciwdziedzine relacji R C R x R okre$lonej wzorem
TRy & 2% + 9% = 4.

Zadanie 8. Przy pomocy wzoru de Moivre’a wykazaé¢ wzory:
sin 2z = 2sin x cos & oraz cos 2z = cos? & — sin” .
W analogiczny sposéb wyprowadzi¢ wzory na sin 3x oraz sin 4zx.

Uwaga: W ten latwy sposéb mozemy sobie wyprowadzi¢ wzory na dowolng wielokrotno$é sinusa i cosinusa.

Zadanie 9. Rozwazmy zbior X o mocy n, tzn. #X = n. Ile jest réznych relacji na zbiorze X7 Jak
obliczy¢ liczbe relacji rownowazno$ci na tym zbiorze?

Zadanie 10. Rozwazmy nastepujace przestrzenie

o RY:= {z = (21,72,23,...): Vi € Na; € R} — zbiér ciagdw,
o c:={x ¢ RY: istnieje lim z,} — zbiér ciagéw, ktére maja granice,
n—oo

o co:={xeRY: lim z, = 0} - zbiér ciagéw, ktére maja granice réwna 0,
n—oo

e coo :={r €¢RY: INVn > N : x, = 0} — zbiér ciagdw, ktére od pewnego wyrazu sa stale
réwne 0.

1Obroty oczywiscie sa przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara.

°Mozna oczywiscie méwi¢ o grupie diedralnej dowolnego wielokata foremnego. W ogdlnosci jest to wiec grupa ztozona z

n symetrii osiowych oraz n obrotéw - kazdy o kat @. Latwo zauwazy¢, ze taka grupa diedralna n-kata ma 2n elementéw.

Dlatego sa dwie konwencje jej oznaczania: Dy lub Day,.



W kazdym z tych zbioréw wprowadzmy naturalne dziatanie, jakim bedzie dodawanie po wspétrzednych
tzn.:

(x1,22,...) + (y1,92,...) == (x1 + y1, 22 + y2, . . .).
Udowodnié, ze (RN, +) tworzy grupe. Uzasadnié, ze dzialanie + jest wewnetrzne w ¢, co, cop oraz spraw-
dzi¢, czy te przestrzenie wraz z + tez tworza grupy.

Zadanie 11. W zbiorze silnie monotonicznych funkcji liniowych L := {ax +b: a € R\ {0},b € R}
wprowadzamy dzialanie skladania funkcji o (tzn. (f o g)(z) = f(g(x))). Wykazaé, ze (L, o) jest grupa.

Zadanie 12. Z cyfr 1,2,3,4,5,6,7,8 utworzono dwie liczby czterocyfrowe w ten sposéb, ze kazda cyfre
uzyto doktadnie raz. Wykaz, ze suma tych liczb jest podzielna przez 9.

Zadanie 13. Kostka dyskretna wymiaru n nazywamy zbiér {—1,1}" (jest to zbiér wierzcholkéw kostki
[-1,1]™). Wprowadzmy dzialanie (1, x2,...,2n) - (Y1,Y2, - -, Yn) := (T1Y1, T2Y2, - - -, TnYn)-

Wykaz, ze - jest dzialaniem w {—1,1}" oraz, ze ({—1,1}",-) jest grupa.

Zadanie 14. Niech X oznacza zbiér wszystkich podzbioréw zbioru {1,2,3,4}, ktére maja parzysta

liczbe elementéw i zdefiniujmy relacje R € X x X warunkiem ARB < AN B = @. Narysuj graf tej
relacji.

Zadanie 15. Czy relacja okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych warunkiem zRy < |z| < [y] jest
staboantysymetryczna?

Zadanie 16 (Matura miedzynarodowa 1995). Rozwiaz réwnanie AB = C jesli:

1 =z -2 T 4
A=14 1 y , B=1]31, C:[Q]
0 0 1 2

Zadanie 17 (Matura miedzynarodowa 1995). Rozwiaz réwnanie:

2 1 3
2 3
1 1

T T L
3

Zadanie 18 (Matura miedzynarodowa 1995). Podaj dwie liczby sprzezone z1, zo, ktére nie leza ani na
osi rzeczywistej, ani urojonej oraz spelniajg réwnanie z; - zo = 10.

Zadanie 19 (Matura miedzynarodowa 1995). Utwoérz i poréwnaj?® tabelki Cayley’a dla nastepujacych
grup:
e zbidr {1,i,—1,—i} z mnozeniem liczb zespolonych,

o 7bid 1 0 0 -1 -1 0 0 1 .o .
zbidr o 1111 o'l o =111 -1 o 7 mnozeniem macierzy.
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3w oryginale nalezato wykazac¢, ze grupy te sg izomorficzne.



