Bledy kardynalne

W tabeli ponizej zamieszczone zostaly najpowazniejsze bledy merytoryczne, zwane btedami kardynal-
nymi, ktore pojawiaja sie u uczniéw podczas prac pisemnych. Ich pojawienie sie wskazuje brak rozumienia
przez ucznia narzedzi, ktére stosuje i brak absolutnych podstaw dotyczacych omawianego zagadnienia.
Bledy te czesto wynikaja z uczenia si¢ matematyki na pamieé¢ — bez jakiegokolwiek rozumienia tego
co sie robi. Oprécz wskazania konkretnego bledu umieszczona zostata rowniez wersja poprawna wraz z
wyjasnieniem. Lista nie jest zamknieta ze wzgledu na nieograniczona pomystowosé niektorych uczniéw.

Lp. Blad Poprawna wersja/wyjasnienie

1 Stosowanie wzoru /z &y = +/x £ ,/y | Nie ma wzoru na pierwiastek sumy (réznicy). Kontrprzy-
(w szczegblnosci \/x? + y? = x + y) klad: VO+16 = V25 =5, V9+ V16 =3 +4 =7 W

szczegblnosei v32 4+ 42 # 3 + 4.

2 Stosowanie wzoru (a + b)? = a® + b* Zgodnie ze wzorem skréconego mnozenia: (a+b)? = a”+
2ab + b%. Kontrprzyktad: (1 +1)2 =22 =4, 12 +12 =
1+1=2. ()

3 Stosowanie analogicznych bled- | To samo co powyzej. Wzory skréconego mnozenia ist-

nych wzordw jak powyzej typu: | nieja, ale wygladaja inaczej. (x)
(a+0)3=a®+0% (a—b)?=a®— b
(a£b)™ =a™ £ b"

4 | Stosowanie wzoru Vz2 =, gdy x nie | Poprawny wzér to Va2 = |z|. Kontrprzyklad: \/(—3)2 =
musi by¢ dodatni V9 = 3, anie —3, co wynikaloby z niepoprawnego wzoru.

5 Stosowanie wzoréw dotyczacych tylko | Wzory podane obok sg prawdziwe ale tylko dla tréjkata
konkretnych figur w przypadku dowol- | réwnobocznego. Ich stosowanie w dowolnym przypadku
nych figur (w szczegdlnosci wzoréw dla | to tak jak liczenie pola trapezu przy uzyciu wzoru na
tréjkata réwnobocznego do dowolnego | pole kota, bo to i to przeciez pole. Kazdy wzor ma za-
tréjkata np. P = %7 h = GT\/E,T — | stosowanie tylko w okreslonych sytuacjach i nie wolno
% h,R = % h) stosowac nigdzie indziej.

6 Odpowiedzi pozbawione jakiegokolwiek | Podane zdania sa absurdalne i w oczywisty sposéb od-
logicznego sensu i niezgodne z kon- | powiedzi sa bledne. Uczen musi zdawaé sobie sprawe z
tekstem praktycznym, typu: podskoczyt | tego co liczy, a nie tylko wykonaé ciag obliczen z ktérych
na 40 metrow, szedl z predkoscia 100 | zupelnie nic nie rozumie.
km/h, babcia jest mtodsza od wnuczki,
ojciec ma 750 lat, rodzina sklada si¢ z
102 dziecka, syn ma 435 cm wzrostu,
zjadl 2000 pierogéw na obiad, tempera-
tura wody w akwarium wynosi —10°C,
itd.

7 Stosowaniu wzoru sin(« + 5) = Poprawny wzor to: sin(a + 8) = sin a cos 8 + sin 8 cos a.
sin v + sin § 1 analogicznych dla pozo- | Kontrprzyktad: sin(45° + 45°) = sin90° = 1, natomiast
statych funkcji trygonometrycznych $in45° + sin 45° = g + g - V2.

8 Zapisywanie i obliczanie pierwiastka | W zbiorze liczb rzeczywistych pierwiastki z ujemnych
stopnia parzystego z liczby ujemnej np. | liczb nie istnieja, wiec zapis nie ma zadnego sensu.(*)
V-4

9 | Pierwiastkowanie stronami réwnania | Réwnanie (nieréwno$é) mozna spierwiastkowaé stro-
(nieréwnosci) typu 2 — 5z = 4 (czyli, | nami, tylko gdy obie strony sa nieujemne.
gdy nie jest to przejscie réwnowazne

10 | Prawdopodobienstwo ujemne lub wiek- | Szansa jakiegokolwiek zdarzenia (czyli prawdopodobien-
sze od 1 stwo) wynosi zawsze od 0% do 100% (liczbowo jest w

przedziale [0,1]). Jesli zdarzenie jest niemozliwe, to jest
to 0%, jesli na pewno sie zdarzy, to 100%, czyli 1.
10 | Warto$¢ funkcji sinus lub cosinus wigk- | Funkcje te przyjmuja zawsze wartosci jedynie z prze-

sza od 1 lub mniejsza od —1

dziatu [—1, 1], nigdy innych. Wynika to wprost z definicji,
a wida¢ dobrze na odpowiednich wykresach.(*)




12

Podnoszenie stronami do kwadratu réw-
nania (nieréwnoéci) typu 22 —5x = 4 by
otrzymaé réwnanie (nieréwnosé) réwno-
wazne

Podnoszenie réwnania (nieréwnosci) do kwadratu jest
dozwolone, tylko gdy obie strony sa nieujemne. W po-
zostalych sytuacjach otrzymujemy prawie zawsze réw-
nanie (nieréwnos$é) nieréwnowazne wyjéciowemu. Kontr-
przyklad: réwnanie * = 4 ma jedno rozwiazanie. Po
podniesieniu go do kwadratu mamy réwnanie 2% = 16,
ktére ma dwa rozwiazania (4 oraz —4), a wigc otrzy-
mane nowe rownanie nie jest rownowazne wyjsciowemu.
Uwaga: Wyjatek stanowia sytuacje, gdy nie potrzebu-
jemy réwnania réwnowaznego, np. stosujac metode ana-
lizy starozytnych lub wyciagamy jedynie pewne wnioski.

13

Metoda prob i btedéw stosowana az do
momentu, gdy trafimy w dobry wynik

Jesli nie rozwazymy wszystkich mozliwych przypadkdéw
(czyli najczesciej nieskonczenie wielu), to metoda taka
jest niepoprawna. Przyklad: Rozwiazaé¢ réwnanie 23 = x.
Kto$ moze stwierdzié, ze x = 1 jest dobry, bo rzeczywi-
écie 13 = 1, wiec rozwiazal zadanie. Ale przeciez sg tez
inne liczby jak chociazby 0 oraz —1, ktére tez spelniaja to
rownanie. Podsumowujac, w takiej metodzie nie mamy
nigdy pewnoéci, czy nie przegapiliémy jakiegos rozwiaza-
nia.

14

Rozwiazanie zadania na konkretnych
danych liczbowych (np. gdy tréjkat ma
boki w stosunku 3 : 4 : 5, przyjecie, ze
dlugosci tych bokéw to 3,4, 5)

Takie zalozenie sprawia ze rozwiazujemy tylko jeden
szczegOlny przypadek (z nieskoficzenie wielu). Tréjkat o
bokach np. 6, 8,10 tez ma boki w stosunku 3 : 4 : 5. Aby
rozwazy¢ wszystkie przypadki nalezy boki oznaczy¢ np.
3x,4x, 5.

15

Dowéd przez zalozenie tezy, czyli sko-
rzystanie z tezy w trakcie dowodzenia

Teza to ten element twierdzenia, do ktérego mu-
simy dojé¢ poprzez logiczne wnioskowanie i myélenie
przyczynowo-skutkowe. W tym wnioskowaniu mozna
uzywac¢ zalozen, definicji, aksjomatéw oraz twierdzen
wezeéniej udowodnionych. Nie mozna wiec do uzasad-
nienia pewnego faktu skorzystaé¢ z tego wlasnie faktu.
Jedli zalozymy z géry prawdziwosé tego, co mamy poka-
zaé, to w oczywisty sposob z rozumowania wyjdzie, ze to
prawda — stwierdziliSmy to na samym poczatku.

16

Uwazanie, ze liczba 7 (oraz inne typu

v2,v/3,4/5) jest wymierna

Liczba 7 to najbardziej znany przykiad liczby niewy-
miernej, czyli takiej, ktorej nie mozna zapisa¢ w postaci
ulamka zwyklego.

17

Ujemna dlugosé, pole, objetoéé, wiek,
liczba elementéw itd.

Te wielkosci z definicji musza by¢ nieujemne.

18

Przyblizenie wyniku i uzywanie do dal-
szych obliczen wartosci przyblizonych
zamiast doktadnych

O ile dla fizyka, inzyniera wynik przyblizony jest lepszy,
to dla matematyka poprawnym wynikiem jest dokladna
wartos$¢. Jedli autor zadania prosi nas o przyblizenie, to
nalezy to robi¢ na samym koficu w wyniku najbardziej
uproszczonym, poniewaz czym wczesniej wstawimy przy-
blizenie, tym wiekszy generuje ono btad. Co wiecej, po
przeksztalceniach nasza liczba, ktora przyblizamy moze
si¢ calkowicie skrocié¢, wigc otrzymamy wynik dokladny
bez koniecznosci przyblizen, tak wiec wynik uzyskany w
wyniku przyblizen na pewno nie bedzie poprawny.

19

Niepoprawne skracanie utamkéw np.
il — g+ 1.

1
= w = x—i—% Reguly jeszcze z wezesnej podsta-

wowki mowia nam, jak nalezy skracaé¢ utamki. Mozemy
to robi¢, gdy miedzy liczbami wystepuje mnozenie, a nie
np. dodawanie, czy odejmowanie. Nalezy wiec najpierw
wyciagnaé przed nawias czynnik, ktéry chcemy skrocié.

2x+1
2

20

Zapisywanie i obliczanie logarytmu z
liczby ujemnej np. log,(—8)

Podobnie jak pierwiastki, tak samo logarytmy z liczb
ujemnych nie istnieja w zbiorze liczb rzeczywistych.(x)




21 | Bledne rozumienie definicji funkcji ro- | Funkcja ta nie jest malejaca, poniewaz nie spelnia de-
snace/malejacej (w szczegdlnodci uwa- | finicji funkcji malejacej. Dla 21 = —1, z2 = 1 mamy
zanie, ze funkcja dana wzorem y = I | f(z1) < f(z2). Prawda jest jednak, ze funkcja ta ma-
jest malejaca) leje w kazdym z przedzialéw: (—oo,0), (0, +00). Nie

maleje jednak w sumie tych przedziatéw, czyli w zbiorze
(—00,0) U (0, +00).

22 | Uwazanie, ze 1 jest liczbg pierwsza, Zgodnie z definicja, liczby pierwsze to takie liczby natu-
ralne wieksze od 1, ktére maja dokladnie dwa dzielniki
naturalne (jeden oraz sama siebie). Tak wiec liczba 1 nie
jest liczba pierwsza. Nie jest tez liczba ztozona.

23 | Stosowanie nastepujacych wzoréw na | Wzory na pochodne iloczynu i ilorazu istnieja, ale maja

pochodne: [f(z) - g(2)]" = f'(2) - ¢'(x) | nastepujaca postaé: [f(x)g()] = f'(2)g(z) + f(2)g'(z)
oraz (%) i) oraz (%) SR (163) o

24 | Reszta z dzielenia jest ujemna lub jest | Zgodnie z definicja, reszta z dzielenia jest calkowita
niecatkowita liczba nieujemna. Ponadto jest zawsze mniejsza od war-

tosci bezwzglednej dzielnika.

25 | Rozbijanie réwnania typu |z| = a na | Warto$é bezwzgledna jest z definicji nieujemna. Podane
dwa przypadki: x = aVx = —a w sytu- | rébwnanie jest zatem sprzeczne.
acji, gdy a < 0.

(%) Zaréwno pierwiastki, jak i logarytmy z liczb ujemnych w matematyce tak naprawde istnieja. Ale nie
w zbiorze liczb rzeczywistych. Sa one definiowane i mozliwe do obliczenia dopiero w szerszym zbiorze

jakim sa liczby zespolone. W zbiorze liczb zespolonych réowniez sinus i cosinus nie sg ograniczone przez
—1 oraz 1, a moga przyjmowaé¢ dowolne wartosci, np. 5. Réwniez wzoér (a+b)™ = a™ +b" jest w pewnych
zbiorach prawdziwy, np. w pierécieniach o charakterystyce n, gdy n jest liczba pierwsza.

Piotr Bury




