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Niepelny kwadrat

Wykazemy ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie.
Zachodza nastepujace nieréwnosci:

Yo,y eR: 2® +zy +y? >0,
Ve,y e R: a? —zy +9y> > 0.
Ponadto réwnosci zachodza wtedy i tylko wtedy, gdy x =y = 0.
Dowaod 1.
Zdefiniujmy funkcje dwoch zmiennych: f(x,y) = x?+zy-+y?. Nastepnie obliczmy jej pochodne czastkowe:
%(m,y):2x+y, g—z(x,y):%ﬂ—x.

Punkty krytyczne obliczamy rozwiazujac uktad réwnan:

20 +y =0 y=—2 y=—2 z=0
54 <~ <~
20+ =0 —4dr+2x=0 —3z=0 y=20
Jedynym punktem krytycznym jest wiec P(0,0). Sprawdzmy, czy jest w nim ekstremum, a jesli tak, to
jakie. W tym celu wyznaczymy pochodne czastkowe rzedu 2 oraz hesjan w punkcie P.

>’f *f *f >’f
@(xvy)_2v aiyg(xay)_Qa M(xay)_@(xay)_l,
>’f *f *f >’f
@(an) - 2a aiyg(ovo) - 2> aray(oao) - ayax (070) - 1»
2 2
Zro0 Tl
Ox? 0x0y 2 1
Hf(0,0) = = .
°f 0,0 °f 0,0 b
8y6:c( ) ) (97:[/2( )
Poniewaz
det H(0,0) = ‘ % ; =4—-1=3> 0, to funkcja f w punkcie P(0,0) posiada lokalne minimum.

Ponadto dla wszystkich x,y € R macierz Hy(z, y) jest dodatnio okreslona, wiec minimum to jest globalne.
Co wiecej wynosi ono f(0,0) = 0.
O

W elementarny sposéb mozemy wykazaé¢ to nastepujaco:

Dowdd 2. ) ) s s

oyt = +20 L+ L+ = (2 +4) + 3 >0,

tak wiec nierownosé jest wykazana.

Pokazemy teraz druga czes$¢ twierdzenia.

Zatézmy, ze x2 + zy + y%> = 0. Z powyzszego rozumowania wynika, ze (m + %)2 + % = 0. Mamy tutaj

kwadraty pewnych liczb, a ich suma jest zero tylko wtedy, gdy sa one réwne zero. Otrzymujemy wiec:
y\? 3y?

skad szybko uzyskujemy

1:—4—%:() A y?=0.

Drugie z tych réwnan implikuje fakt, ze y = 0. Wstawiajac ten wynik do réwnania pierwszego otrzymu-
jemy z = 0.
Implikacja w drugg strone jest trywialna. Istotnie, jesli z = y = 0, to 22 + a2y + y? = 0. O



Ponizej przedstawiam jeszcze kilka innych pomysléw (pomijam juz dowédd, gdy zachodzi réwnosé, po-
niewaz w jedna strone implikacja jest trywialna (dow6d powyzej), a w druga bazuje na podobnych
przeksztalceniach).

Dowdad 3.
Wiemy, ze prawda jest (x +y)? > 0 oraz 2 +y? > 0. Stad %(m +y)2 + %(x2 +92) > 0 jako suma dwéch
nieujemnych sktadnikéw. Przepiszmy i przeksztalémy ostatnia nieréwnosé:
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Dowdéd 4.

Zalézmy nie wprost, ze zachodzi nieréwnoséé z2 + zy +y? < 0. Stad ry < —x? — 32, a stad znéw xy < 0.
Tak wiec 22y < xy < —22 —y?, skad 2zy < —x? —y2. To jest za$ réwnowazne x2 4 2zy + 32 < 0. Po lewej
stronie nieréwnosci dostrzegamy wzoér skréconego mnozenia i ostatecznie otrzymujemy: (z + y)? < 0, co
jest sprzecznoécia. Tak wiec 22 + zy + y? > 0. O

Dowdd 5.

Zalézmy nie wprost, ze zachodzi nieré6wnosé x2+2xy+y? < 0. Dodajac do obu stron nieréwnoéci wyrazenie
xy otrzymujemy: 2 + 2zy + y? < xy, co jest réwnowazne (z + y)? < zy. Stad zy > 0 (%).

Odejmujac teraz 3xy od obu stron nieréwnosci z2 + zy + y? < 0 otrzymujemy z? — 2zy + y? < —3zy, co
jest réownowazne (z — y)? < —3zy. Stad —3zy, czyli tez zy jest wieksze od 0. Otrzymujemy sprzecznosé
z (% ). Tak wiec 22 + 2y + y? > 0. O

Druga czesé twierdzenia, tzn. fakt, ze rowno$é¢ zachodzi tylko w przypadku x = y = 0 mozemy pokazaé
rowniez w nastepujacy ciekawy sposéb.

Dowdd 6.
SprawdziliSmy juz wczesniej, ze para x = 0 A y = 0 spelnia oczekiwana réwnos¢. Pokazemy, ze innych
rozwigzan nie ma. Mozemy teraz zalozyé, ze y # 0, poniewaz dla y = 0 otrzymujemy x = 0, czyli
wyznaczone juz rozwiazanie. Podzielmy wiec nasza réwnosé x2 + zy + y2 = 0 przez y2. Otrzymujemy:
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Podstawiamy t = T mamy

Yy

2 +t+1=0
A=1-4=-3<0= brak miejsc zerowych,
a wiec dla zadnych x,y rownanie
z2 + Yy + y2 .
2
nie ma rozwiazania, co konczy dowdd. O

0

Druga nieréwnosé tzn. te z minusem dowodzimy analogicznie jak pierwsza.

Whniosek.
Réwnania z niepelnym kwadratem, tzn. réwnania postaci 22 + az + a® = 0 oraz x
a # 0, nie maja rozwiazan w zbiorze liczb rzeczywistych®.

2 —az +a? =0, gdzie
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YWniosek ten mozna jeszcze bardziej uogdlnié, tzn. wziaé niepelny kwadrat pochodzacy od wyrazeti (bx + a)? lub
(bx — a)?, gdzie a,b # 0.



