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Czy kolo moze by¢ kwadratowe?

Postaramy sie od bardzo prostej intuicji przejs¢ do odpowiedzi na pytanie postawione w temacie. Zasta-
néwmy sie na poczatku, czy z Krakowa jest blizej do Warszawy, czy do Zakopanego. Szybkie
spojrzenie na mape pozwala stwierdzi¢, ze znacznie blizej jest do Zakopanego. Podajmy tez doktadne
odleglosci. Z Krakowa do Warszawy jest 252 km, zas z Krakowa do Zakopanego tylko 85 km.

Gdybysmy jednak chcieli dostaé sie z Krakowa do tych miast pociagiem, to wtedy sytuacja wyglada
zupelnie inaczej. Podréz Krakéow-Warszawa trwa pociagiem Pendolino 2h i 38 minut, za$ pokonanie
trasy Krakéw-Zakopane zajmie nam az 3h i 20 minut. A co gdy rozwazymy czas podrdzy samolotem,
samochodem?

Mozna by tez zastanowié si¢, kto z Was mieszka najdalej od sali, w ktérej mamy zajecia. Praktycznym
bylo by powiedzenie, ze najdalej ma ten, kto bedzie najpézniej w domu. Jednak w tej sytuacji prawdziwa
odleglo$¢ w kilometrach nie pokryje sie z czasem powrotu do domu. Jest to spowodowane tym, ze jedna
osoba jedzie autobusem, inna tramwajem, kto$ idzie na piechote, a jeszcze kogo$ podwoza rodzice.

Te sytuacje pozwalaja wysnué¢ wniosek, ze odlegtosé miedzy tymi samymi punktami mozZe byé
liczona w rézny sposaéb.

Odleglosé ta nie moze by¢ jednak zdefiniowana dowolnie. Musi ona spelnia¢ 4 naturalne warunki:

e odlegtos¢ dwodch réznych punktow jest wieksza od 0.

e odleglosé punktu od siebie samego wynosi 0.

e odleglosé z A do B jest taka sama jak z B do A.

e jesli poruszamy sie z A do B i chcemy po drodze odwiedzi¢ C, to odleglo$¢ moze sie jedynie

zwigkszy¢ (nie moze sie zmniejszy¢).

Kazdy sposéb mierzenia, ktéry spelnia powyzsze warunki mozemy nazwaé odlegto$ciq. Bardziej for-
malnie te odleglo$¢ nazywamy metrykqg. Odlegtosé miedzy punktami A i B bedziemy krétko oznaczaé
d(A, B). Uscislijmy teraz nasze rozumowanie i postawmy nastepujaca definicje:

Definicja
Niech X bedzie niepustym zbiorem. Funkcje d : X x X — R nazywamy metrykg w zbiorze X, jesli
spelnia nastepujace warunki:

(1) Ve,ye X :  d(z,y) > 0.

(2) d(z,y) =0 z=y (z,y€ X).

(3) Va,ye X d(z,y) =d(y,z).

(4) Vz,y,z€ X d(z,y) <d(z,2) +d(z,y).

Sprébujmy teraz bardzo intuicyjnie, ale z drugiej strony tez precyzyjnie
zdefiniowaé koto. Jak wiemy, koto jest jednoznacznie wyznaczone przez
srodek i promien. Niech wiec S bedzie ustalonym punktem, zas r liczba
dodatnia. Wtedy kotem o $rodku w punkcie S i promieniu r nazy-
wamy zbiér tych punktéw, ktérych odlegtosé od érodka S jest mniejsza
lub réwna od promienia r. Takie kolo bedziemy oznaczaé K(S,r).
Nasza intuicja podpowiada, ze aby narysowaé np. koto o érodku S i pro-
mieniu 5 to wbhijamy nézke cyrkla w punkcie S, ustalamy rozwartosé cyr-
kla na 5 i rysujemy tadny idealny okrag. Zamalowujac wszystkie punkty
wewnatrz otrzymujemy koto. Ta intuicja jest dobra, ale tylko gdy mamy
do czynienia ze ,zwykla’ odlegtoscia. Dlatego w dalszej czesci zaje¢ mu-
simy sie tej intuicji pozby¢. Czym szybciej porzucimy my$l, ze mierzy¢
mozna tylko po linii prostej oraz ze ze koto musi wygladaé¢ zawsze tak
samo, tym lepiej.

Dokonamy teraz przegladu najbardziej znanych odleglosci (metryk) i sprobujemy narysowad, jak wygla-
daja kola, gdy mierzymy w inny sposéb. Bedziemy rysowaé K (S, 2), czyli kota o promieniu 2.
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I. ODLEGLOSC EUKLIDESOWA

Jest to zwykla, intuicyjna odlegtoéé. Mie-
rzymy po najkrotszej linii. Nazwa pocho-
dzi od imienia greckiego matematyka Fu-
klidesa, ktorego uznaje sie za tworce geo-
metrii.

II. ODLEGLOSC MIEJSKA (MANHATTANSKA, TAKSOWKOWA)

W tej metryce poruszamy sie wylacznie
po liniach poziomych i pionowych. Nie
mozemy poruszac sie po skosie. Tak wiec
nieformalnie mozemy zapisac:

d(A, B) = suma odleglosci poziomej i pio-
nowej.

I1I. ODLEGEOSC MAKSIMUM

W tym przypadku réwniez poruszamy sie
tylko poziomo lub pionowo. Jednak, w od-
roznieniu od metryki miejskiej, nie sumu-
jemy odlegtosci pionowej i poziomej lecz
wybieramy wicksza z nich. Nieformalnie
mozemy zapisa¢: d(A, B) = wieksza z od-
legtosci poziomej lub pionowe;j.
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IV. ODLEGLOSC DYSKRETNA
Ta metryka jest jedna z najprostszych. Definiujemy ja nastepujaco:

[0, gdyA=B
d(A’B)_{ | sdyA+£B

P k(s4)

V. ODLEGLOSC URZEDU POCZTOWEGO
Mamy wyrézniony punkt P - poczta. Aby doj$¢ z A do B musimy przej$¢ przez poczte. Nazwa tej
metryki wziela sie od intuicji: aby wystaé¢ do kogos list musimy zanie$¢ go na poczte, a nastepnie
poczta rozwozi go dalej. Odleglos¢ jest wiec dana wzorem:
0 gdy A=B
d(A,B) = ’
(4.5) { AP|+|PB|, gdyA#B

S=pP 1SP| > 2 ISP| < 2

VI. ODLEGLOSC WEZEA KOLEJOWEGO (METRA, METRA PARYSKIEGO)
Mamy jeden punkt wyrdzniony bedacy weztem. Niech to bedzie punkt O. Jesli chcemy przesiasé sie
na inng linie to musimy dojecha¢ do wezta. Mozemy wiec zapisaé:

(A, B) = |AO| + |OB|, gdy A, B, O nie sa wspélliniowe
7 |AB, gdy A, B, O sa wspélliniowe
S=0 OS] > 2 OS] <2
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VIL. ODLEGLOSC RZEKI (GESTEGO LASU, DZUNGLI)

Mamy na plaszczyznie wyrdzniong prosta, ktora jest rzeka. Mozemy poruszac sie jedynie prostopadle
do rzeki oraz wzdluz rzeki (zakladamy, ze rzeka jest waska, czyli mozna przez nia przejsé). Intuicyjnie
mozemy sobie wyobrazié¢, ze w buszu afrykanskim dzikie plemiona utworzyly sobie $ciezki do rzeki,
aby czerpa¢ wode. Jednak w poprzek sa zbyt geste krzaki, wiec nie mozna przez nie przejé¢. Definicja
tej metryki przedstawia sie wiec nastepujaco:

d(A, B) = |AA'| + |A'B'| + |B'B|, gdy odcinek AB nie jest prostopadly do rzeki
721 |AB, gdy odcinek AB jest prostopadly do rzeki

gdzie A’ i B’ to rzuty prostopadle punktéw A i B na rzeke.

S nie lezy na rzece oraz odle- S nie lezy na rzece oraz odle-
glo§¢ S od rzeki jest wicksza S lezy na rzece glosé S od rzeki jest mniejsza
niz 2 lub réwna 2

VIII. ODLEGLOSC MOSTU

Mamy na plaszczyznie wyrdzniona prosta, ktora jest rzeka. Na rzece znajduje sie¢ punkt M - most.
Aby przej$¢ na druga strone musimy przej$¢ przez most. Po tej samej stronie rzeki mierzymy
odleglo$¢ normalnie. Metryka mostu jest wiec dana wzorem:

d(A, B) = |AM| + |MB|, gdy A, B sa po przeciwnych stronach rzeki
7 |AB, gdy A, B sg po tej samej stronie rzeki
S=M S # M oraz |SM| > 2 oraz odleglosé S od rzeki < 2
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S # M oraz |[SM| > 2 oraz odleglo$é S od rzeki > 2 S # M oraz |[SM| < 2

IX. ODLEGLOSC KONIKA SZACHOWEGO

Tym razem nie rozpatrujemy plaszczyzny, lecz nieskonczona szachownice. Wiemy, ze konik sza-
chowy porusza si¢ po literze L. Kazdy skok traktujemy jako przebycie drogi o dilugosci 1. Sama
odleglo$¢ miedzy dwoma punktami na szachownicy definiujemy nastepujaco:

d(A, B)= minimalna liczba ruchéw, jaka musi wykonaé¢ konik szachowy idac z A do B.
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