. i

- iojensasq uian



SPIS TRESCI
NUMERU 8 (615) 2025

Noblistka na pot etatu
Andrzej Hennel

& Zadania

W nastepnym numerze: historia jednego zadania

str.

str.

O najgorszej metodzie wieszania obrazkéw

Maria Pieczarka

Pierscienie Boromeuszy a wieszanie
obrazkow

Michat Miskiewicz

Od egzoplanet do egzoksiezycoéw
i egzokomet

Marcin Hajduk

Wielomiany w kombinatoryce
Joanna Jaszunska

Toskania dla $cislaka

Marcin Braun

e Zycie albo niezycie? Oto jest pytanie
Marta Fikus-Krynska

RC1 2,3, ..., 5607249
Barttomiej Pawlik

% Aktualnodci
Timescapes — struktura Wszechswiata
a ciemna energia

Jak zaokraglac¢ liczby?
Wojciech Przybyszewski

Klub 44

d Prosto z nieba: Ruszyto
Obserwatorium Very C. Rubin

',"Niebo w sierpniu

W 80 dni dookota. ..
Bartlomiej Bzdega

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

&

—
—
-

e
=

=

e
o

-
=

E B

B E

5

Miesigcznik Delta — matematyka, fizyka, astronomia,
informatyka zatozony zostal w 1974 roku przez Marka Kordosa.
Wydawany jest przez Uniwersytet Warszawski przy wspélpracy
towarzystw naukowych: Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Fizycznego, Polskiego
Towarzystwa Astronomicznego i Polskiego Towarzystwa
Informatycznego.

Komitet Redakcyjny: dr Waldemar Berej;

dr Piotr Chrzastowski-Wachtel, prof. UW;

dr Krzysztof Ciesielski, prof. UJ — przewodniczacy;

dr hab. Wojciech Czerwinski, prof. UW;

prof. dr hab. Stawomir Dinew; dr Tomasz Greczyto, prof. UWr;
dr Adam Gregosiewicz; prof. dr hab. Agnieszka Janiuk;

dr Joanna Jaszuniska; dr hab. Artur Jez, prof. UWr;

prof. dr hab. Bartosz Klin; dr Piotr Kolaczek-Szymanski;

prof. dr hab. Andrzej Majhofer — wiceprzewodniczacy;

dr Adam Michalec; prof. dr hab. Damian Niwinski;

dr hab. Krzysztof Pawlowski, prof. PAN; dr Milena Ratajczak;

dr hab. Radostaw Smolec, prof. PAN;

prof. dr hab. Pawel Strzelecki; prof. dr hab. Andrzej Wysmolek.

Redaguje kolegium w skladzie: Michat Bejger,

Pawetl Bielinski, Szymon Charzynski — red. nacz.,

Agnieszka Chudek, Anna Durkalec, Jan Horubata,

Michat Miskiewicz, Wiktor Matyszkiewicz,

Wojciech Przybyszewski, L.ukasz Rajkowski — z-ca red. nacz.,
Anna Rudnik, Marzanna Wawro — sekr. red.

Adres do korespondencji:

Redakcja Delty, ul. Banacha 2, pokdj 4020, 02-097 Warszawa
e-mail: delta@mimuw.edu.pl tel. 22-55-44-402.

Oktadki i ilustracje:

Anna Ludwicka Graphic Design & Serigrafia.

Sklad systemem IATEX wykonala Redakcja.

Druk: Arkuszowa Drukarnia Offsetowa Sp. z o0.0.
www.ado.com.pl

Prenumerata:

Garmond Press: www.garmondpress.pl| (tylko instytucje)
Kolporter: www.kolporter.com.pl| (tylko instytucje)

Na stronie Empiku Delte mozna zaméwié¢ co miesiagc:
www.empik.com/delta,p1235643855, prasa-p

Numery archiwalne mozna nabyé w Redakcji osobiscie lub
zamOwi¢ przez e-mail.

Cena 1 egzemplarza: z ostatnich 12 miesiecy 9 zl;
wczesniejsze egzemplarze 4 zt

[=]yF5 (=]

XY
O

Wydawca: Uniwersytet Warszawski

Strona internetowa (w tym
artykuly archiwalne, linki itd.):
deltami.edu.pl

Mozna nas tez znalezé na
facebook.com/Delta.czasopismo


http://www.ado.com.pl
https://www.garmondpress.pl
https://www.kolporter.com.pl
https://www.empik.com/delta,p1235643855,prasa-p

Noblistka na pé6t etatu Andrzej HENNEL

,Maria Goeppert-Mayer. Taficzaca Urodzona w Katowicach Maria Goeppert-Mayer (1906-1972) otrzymata
Z.atO;nén?i” - Pkod t_i’mkt}'t‘}icm ul;azala w 1963 roku druga Nagrode Nobla z fizyki przyznana kobiecie. Pierwsza

S1¢ wiasnie znakomita KsSigzKa proiesora . . . . 7

B, Pospieszmego 7 f}niwe‘;ytetu otrzymata Maria Skltodowska-Curie. Sa to jedyne kobiety, ktore zdobyly te
Adama Mickiewicza w Poznaniu, wydana  nagrode w XX wieku. Wielkim paradoksem jest fakt, ze przez ponad ¢éwieré
przez Wydawnictwo Sophia, poswigcona . . . .
katowickiej Noblistce. wieku pracy na uczelniach w USA Maria Goeppert-Mayer byta zatrudniona na
czesci lub na pelnym etacie, ale bez wynagrodzenia. Powodem tego byla praca

jej meza — profesora chemii na tych samych uczelniach.

Nasza bohaterka urodzita sie w Katowicach w 1906 roku przy ulicy Mtynskiej 5
jako jedyne dziecko Marii (z domu Wolff) — nauczycielki i Friedricha Gépperta
(1870-1927) — doktora medycyny. Opuscila Katowice na zawsze w 1909 roku,
gdy ojciec otrzymal stanowisko profesora pediatrii w Getyndze. Miasto
Katowice nie zapomina jednak o swojej Noblistce i na $cianie Rektoratu
Uniwersytetu Slaskiego znajduje sie (od 2014 r.) mural jej poswiecony,
zatytulowany , Tanczaca z atomami”, a jeden z biurowcéw w centrum nosi nazwe
Goeppert-Mayer.

B O] LS Tradycje akademickie w rodzinie Goppertéow siegaja wielu pokolen. Maria
TANCZACA Z ATOMAMI byta sibdma osoba w rodzinie, ktéra objeta katedre uniwersytecka. Jej

JSOPHIA pradziad Johann Goppert (1800-1884) byl profesorem medycyny i rektorem
Uniwersytetu Wroctawskiego. Jej dziadek Heinrich Géppert (1838-1882) byt
profesorem prawa w Berlinie. Nic wiec dziwnego, ze Maria chciala studiowaé
na uniwersytecie w Getyndze, ktory byl w latach 20. XX wieku mekka dla
naukowcow reprezentujacych nauki Sciste.

Tomasz Pospieszny w ksiazce ,Maria Goeppert-Mayer. Tanczaca z atomami”
starannie opisuje problemy edukacji kobiet na poczatku XX wieku. W 1921 roku
Maria rozpoczela nauke w trzyletniej, zenskiej, prywatnej szkole sredniej
Luisenschule, prowadzonej przez sufrazystki. Niestety szkola zbankrutowala.
Siedemnastoletnia Maria wraz z czterema kolezankami postanowity same
przygotowac sie do eksternistycznego egzaminu maturalnego. Do egzaminu
przystapily razem z ponad trzydziestoma starszymi chlopcami, ktérych losy
potargatla I wojna Swiatowa. Ostatecznie zdala cala piatka dziewczat i jeden

Mural ,, Tanczaca z atomami” na ChiOpleC.

Rektoracie Uniwersytetu Slqskiego 3 . . . .

w Katowicach, Birbel Miemietz via Na studiach pierwszym mistrzem Marii byl przez 3 lata wybitny matematyk
Wikimedia Commons, licencja David Hilbert (1862-1943). Znakomite przygotowanie matematyczne doskonale

CC BY-SA 4‘0 . . . ’ 7 . . . . .
jej sie pozniej przydalo w fizyce teoretycznej. Byl to okres gwaltownego rozwoju

mechaniki kwantowej. Maria zafascynowala sie fizyka i zostala z nig do konca
zycia. Jej kolejnym mistrzem i jednoczesnie wielkim przyjacielem byt znakomity
fizyk Max Born (1882-1970), p6Zniejszy laureat Nagrody Nobla z fizyki

w 1954 roku.

W 1927 roku zmart ojciec Marii. Sytuacja finansowa rodziny pogorszyta

sie. Matka zaczela wynajmowac¢ pokoje zagranicznym gosciom — co mialo
powazne konsekwencje. Maria byla pigkna i bardzo inteligentna kobieta, wiec
nic dziwnego, ze miata liczne grono wielbicieli. Noblista Robert Mulliken
(1896-1986), ktéry mieszkal u Goppertéw, zatowal potem, ze nie poprosit

o reke Marii, zwlaszcza ze byla ona lepszym od niego matematykiem, i razem
mogliby wiele osiagna¢. Kolejny Amerykanin, chemik Joe Mayer (1904-1983),
wynajmujacy pokoj u Goppertéw nie byl tak nieSmialy. Jego wielkim atutem,
poza milodcia do Marii, byt fakt, ze stanowczo chcial, aby nadal pracowala
naukowo. Nie bylo to popularne podejscie nawet poéréd wybitnych fizykdw.
Noblista Isidor Rabi, urodzony w Rymanowie (1898-1988), twierdzil na
przyklad, ze , System nerwowy kobiet jest po prostu inny”.

W styczniu 1930 roku Maria i Joe wzieli §lub, a w marcu Maria obronita swdj
doskonaly doktorat z fizyki teoretycznej posSwiecony emisji dwufotonowe;j.
Dopiero kilkadziesiagt lat pézniej, po zbudowaniu pierwszych laseréw, mozliwa
byta pozytywna weryfikacja wynikéw jej pracy. W tym samym miesiacu mltoda
para wyplynela transatlantykiem MS Europa do Stanéw Zjednoczonych.
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Rozpoczal sie amerykanski rozdzial w zyciu Marii,
istotnie utrudniony ograniczeniami praw kobiet. Jak
pisze profesor Po$pieszny:

Prawo do edukacji wyzszej kobiet w Stanach
Zjednoczonych datuje sie na 1837 rok, gdy Oberlin
College zaczql przyjmowaé pierwsze studentki. Do ich
zadan nalezalo pranie, cerowanie, szycie, sprzgtanie
oraz podawanie positkéw studiujgcym mezczyznom
(sic!). Zabraniano im studiowad lacine, greke czy
matematyke. . . Pierwszq kobietq z dyplomem lekarskim
byta amerykansko-brytyjska lekarka Elisabeth Blackwell
(1849 rok). Zlozyla podania do 20 szkél medycznych —
wszystkie odmowily przyjecia kobiety. Powszechny byl
poglad, ze studiowanie anatomii mogloby zdegenerowad
jej moralnosé. Ostatecznie jedna z nowojorskich uczelni
zgodzila sie jg przyjec, pod warunkiem, Ze zgodzq sie
na to pozostali studenci — meZczyzni. Studenci wyrazili
zgode w przekonaniu, Ze to Zart. Elisabeth skoriczyla
studia z najwyiszq lokatq.

Byly to problemy XIX wieku, ale wiek XX nie okazat
sie dla Marii taskawszy. W 1930 roku Joe Mayer zostal
profesorem Uniwersytetu Johna Hopkinsa w Baltimore.
Ze wzgledu na zakaz nepotyzmu Maria pracowata

tam jako wolontariuszka. Wyktadala, pracowata
naukowo, prowadzita doktoranta i pisata publikacje.
Otrzymywala wynagrodzenie 200 dolaréw rocznie. Jej
6wczesny szef, Karl Herzfeld (1892-1978), w piSmie do
wladz uczelni oszacowal, ze za swoja prace powinna
otrzymywa¢ minimum tysiac dolaréw rocznie. Pozostato
to bez jakiegokolwiek efektu. Natomiast gdy z réznych
powodéw Herzfeld zwolnil sie z pracy, zaproponowano
Marii (3 dni przed rozpoczeciem zajeé) objecie jego
wykladu z mechaniki klasycznej — oczywiScie za darmo!
W 1933 roku zostata obywatelkg USA i urodzita cérke

Marie Anne. Pézniej, w 1938 roku urodzila syna Petera.
W 1939 roku Mayerowie przeniesli sie na Uniwersytet
Columbia w Nowym Jorku.

Na Columbii przyjeto ja jeszcze gorzej, ostatecznie
objela bezplatne stanowisko wyktadowcy. W 1941 roku
rozpoczeta platng prace na pél etatu jako wykladowca
w prywatnej uczelni w Sarah Lawrence College.

Po ataku Japonii w Pearl Harbour, w grudniu

1941 roku USA przystapily do wojny. Chociaz

Maria byta Niemka, przerazalo ja zagrozenie bomba
atomowa w rekach Hitlera. W USA ruszyl wlasnie
»Projekt Manhattan”. W 1943 roku wybitny chemik
Harold Urey (1893-1981) poprosit Sarah Lawrence
College o urlop dla Marii ,w celu zajecia si¢ waznym
projektem wojskowym”. Az do 1945 roku Maria
pracowala nad problemem separacji izotopéw uranu
do bomby atomowej w laboratorium Substitute Alloy
Materials Uniwersytetu Columbia. Poczatkowo bez
wiedzy meza. Po ataku na Hiroszime i Nagasaki byla
nawet zadowolona, ze ich kierunek badan okazat si¢
nietrafiony. P6zniej wspotpracowala z ,,0ojcem bomby
wodorowej”, Edwardem Tellerem (1908-2003), nad
zagadnieniami z nig zwigzanymi.

W 1946 roku Mayerowie przeprowadzili sie do Chicago.
Joe zostal profesorem na Wydziale Chemii w Instytucie
Badan Jadrowych na Uniwersytecie w Chicago. Pomimo
pracy dla Projektu Manhattan Marii po raz kolejny
odméwiono platnego stanowiska, i znéw pracowata za
darmo jako profesor.

W lipcu 1946 zaproponowano jej ptatne pot etatu
fizyka w nowo powstalym Argonne National Laboratory
w Chicago. Byla to placéwka rzadowa, ktéra powstala
w zwiazku z Programem Manhattan.

W Argonne, zachecona przez Edwarda Tellera, opracowala powltokowy model
jadra atomowego. Zauwazyla, ze szczegodlnie trwale sa jadra posiadajace liczby
protonéw lub neutronéw 2, 8, 20, 28, 50, 82 i 126. Nazywano je magicznymi.
Zaproponowala strukture zamykajacych sie powlok w jadrze atomowym
podobnych do warstw cebuli. W zwiazku z tym nazywano ja ,,Cebulowg
Madonna”. Prace te zostaly opublikowane w latach 1948-1949.

Okazalo sig, ze w tym samym czasie do analogicznych wnioskéow doszed?

etatu na uczelni.

Maria Goeppert-Mayer z krélem
szwedzkim Gustawem Adolfem VI
podczas ceremonii noblowskiej

w Sztokholmie (Wikipedia)

2

niezaleznie fizyk niemiecki Hans Jensen (1907-1973). Poznali sie i polubili,
okazalo sie, ze mieli ten sam dzien i miesigc urodzenia. Wspolnie napisali
monografie na temat budowy jadra atomowego. Od 1955 roku Maria byta
wielokrotnie nominowana do Nagrody Nobla, wciaz nie majac ptatnego pelnego

W 1959 roku otrzymala propozycje profesury w Uniwersytecie Kalifornijskim

w San Diego. Uniwersytet w Chicago wpadl wtedy na pomysl, ze moze jej placié
pensje, ale bylto juz za pézno. Mayerowie w 1960 roku przeniedli sie do Kalifornii.
W ten sposéb 30 lat po przyjezdzie do USA Maria objeta platne stanowisko
profesorskie na uczelni. Niestety w pazdzierniku 1960 roku doznala udaru, po
ktérym byla czesciowo sparalizowana.

W roku 1963 Komitet Noblowski postanowil przyzna¢ nagrode z fizyki tréjce
fizykow zajmujacych sie teoria jadra atomowego. Potowe nagrody otrzymat
wybitny fizyk Eugene Paul Wigner (1902-1995) — ,za wktad do teorii jadra

i czastek elementarnych, zwlaszcza odkrycie i zastosowanie elementarnych
zasad symetrii”. Po ¢wiartce nagrody otrzymali Maria Goeppert-Mayer

i J. Hans D. Jensen — ,za odkrycia dotyczace powlokowej budowy jader”.
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‘W 2011 roku poczta amerykanska
wyemitowala znaczek z podobizng
Marii Goeppert-Mayer

Rozwigzania na str.

Maria byta pierwszg amerykanka i druga kobieta w historii, ktéra otrzymata
nagrode z fizyki. W latach 1955-1963 zebrala w sumie 27 nominacji: 26 z fizyki
i jedna z chemii. Wéréd nominujacych ja oséb znajdowali si¢ miedzy innymi
wybitni fizycy — Max Born, Harold Urey, James Franck, Eugene Wigner,

Willis Lamb.

Paradoksalng sprawa sa aktualne strony internetowe trzech uczelni, ktére
dawniej nie doceniaty Marii — Uniwersytetu Johna Hopkinsa, Uniwersytetu
Columbia i Uniwersytetu w Chicago. Wszystkie te uczelnie na liscie ,,swoich”
noblistéw z dumg umiescity Marie Goeppert-Mayer. Mysle, ze gdyby zyta

i mogta zabraé¢ glos w tej sprawie, to przynajmniej chciatlaby wycofa¢ swoje
nazwisko z Uniwersytetu Columbia. Kiedy$ odméwila wpisania afiliacji tej
uczelni przy publikacji.

W 1967 roku Maria Goeppert-Mayer byla w Warszawie na uroczystosciach

z okazji 100 urodzin Marii Sklodowskiej-Curie. Zapytana przez prof. Henryka
Jablonskiego, czy ma szczegdlne zyczenia, powiedziala: ,,chce odwiedzié
Katowice”. Niestety tego nie udalto sie zrealizowac.

Maria pracowala w San Diego do 1972 roku, gdzie zmarta na zator ptuc.

Los ,,pétetatowej noblistki”, ktora przez wiele lat byta niedoceniana tylko
dlatego, ze byla kobieta, odcisnat pietno na amerykanskiej fizyce. Od 1986 roku
Amerykanskie Towarzystwo Fizyczne przyznaje specjalna nagrode imienia Marii
Goeppert-Mayer przeznaczong dla kobiet-fizykow.

Ksiazka profesora Pospiesznego doskonale przybliza postaé wybitnej
katowiczanki polskiemu czytelnikowi. Dzigki dostepowi do domowego archiwum
fotografii mieszkajacej w Kalifornii wnuczki Marii wiele ciekawych fotografii
rodzinnych zostato opublikowanych po raz pierwszy. Goraco polecam ksiazke
»2Maria Goeppert-Mayer. Tanczaca z atomami”.

i Z.adania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1825. Dany jest pieciokat wypukly ABCDFE, w ktérym
XCAB = «xBCA=<FECD = «xDEC = xAEC.

Udowodni¢, ze C'E potowi BD.

M 1826. Na kazdej z 2n kart napisano pewna liczbe z przedziatu [1,2] (na
réznych kartach napisano by¢ moze rézne liczby). Udowodnié, Ze mozna te karty
podzieli¢ na dwa stosy tak, aby sumy liczb napisanych na kartach stoséw sp, so
spelnialy nieréwnosci

n S1
=< 1.
n+1 " s

M 1827. Dane sa takie liczby pierwsze p, ¢, ze p < g < 2p. Udowodnié, ze istnieja
takie dwie kolejne liczby calkowite dodatnie, ze najwiekszy dzielnik pierwszy
jednej z nich jest réwny p, a drugiej q.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1125. W chwili ¢y w catej objetosci jednorodnego, kulistego ciata niebieskiego
o promieniu R nastepuje wybuch. W wyniku wybuchu cala masa zaczyna
ekspandowaé. Poczatkowa predkosé v ekspansji kazdego elementu masy jest
proporcjonalna do jego odlegtosci r od érodka ciala: v = Hr. H > 0 jest pewna
stata. Jaki warunek musi spelnia¢ poczatkowa gestos¢ p ciala, zeby opisany
wybuch zakonczyl sie ponownym skupieniem catej masy? Stata grawitacji
wynosi G.

F 1126. W upalny dzieii temperatura w mieszkaniu wynosi ¢, = 30°C. Kompresor
lodéwki ma moc P = 40 W. Jaki jest minimalny czas 7 potrzebny do zamrozenia
(tzn. zamienienia w 16d) m = 1 kg wody o poczatkowej temperaturze t,, = 0°C?
Cieplo topnienia lodu L = 334 J/g.
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O najgorszej metodzie wieszania obrazkow

* Wydzial Matematyki Stosowanej,
Akademia Gérniczo-Hutnicza
w Krakowie

Rys. 1

Maria PIECZARKA*

W niniejszym artykule zajmiemy sie pewna tamigltéwka — nalezy zawiesic¢
obrazek na n gwozdziach w taki sposéb, aby po wyjeciu choé¢ jednego gwozdzia
obrazek spadl.

Nawet dla n = 2 zadanie nie jest trywialne. Na rysunku 1 zilustrowany jest
sposéb zawieszenia, ktory nie jest rozwiazaniem: o ile wyjecie prawego gwozdzia
faktycznie skutkuje upadkiem obrazka, to po wyjeciu lewego ramka wcigz bedzie
wisiala na $cianie. Zachecamy Czytelnika, by przed przystapieniem do dalszej
lektury sprébowal sam rozwiktaé ten przypadek (a moze réwniez n = 37). By nie
psu¢ zabawy, ilustracje jednego z mozliwych rozwiazan zamiesciliSmy dopiero na
nastepnej stronie.

Przedstawimy teraz notacje pozwalajaca tatwo opisywaé rézne sposoby wieszania
obrazkéw. Wyobrazmy sobie, ze prowadzimy linke miedzy gwozdziami od lewego
punktu zaczepienia do prawego. Aby oznaczy¢ przeprowadzenie nitki w prawo
nad i-tym gwozdziem, bedziemy wykorzystywaé symbol z;. Jak si¢ zaraz okaze,
przeprowadzenie nitki w lewo (nad i-tym gwozdziem) rozsadnie jest oznaczy¢
przez x; ! Nie bedziemy odnotowywaé¢ przeprowadzania nitki pod gwozdziami.

Dla przyktadu, przedstawiony na rysunku 1 sposéb zawieszenia odpowiada

napisowi xixex;

Zauwazmy od razu, ze przeprowadzenie nitki najpierw
w jednym, a bezposrednio po tym w drugim kierunku
nad jakim$ gwozdziem niczego nie zmienia w sposobie
zawieszenia — po naciggnieciu nitki ta operacja przestaje
byé widoczna. Odpowiada to swoistemu ,,prawu
skracania”: z uzyskanego napisu mozemy usunaé
wszelkie wystapienia xia:l_l, jak iz, Y2;. Przy jakich
napisach mozemy za$ spodziewaé si¢ upadku obrazka?
Takich, dla ktérych po opisanej operacji skracania nic
nie zostaje — pusty napis odpowiada sytuacji, w ktorej
nitka znajduje sie caly czas pod gwozdziami, wiec
obrazek niechybnie wyladuje na podlodze. Pozostaje
rozstrzygnac, czemu odpowiada operacja usuwania
i-tego gwozdzia. Nie jest to trudne, wystarczy pozby¢
sie z napisu wszystkich wystapien symbolu z; (i jego
odwrotnosci).

Powréémy do przykladu z rysunku 1. Czemu odpowiada
usuniecie drugiego gwozdzia? Nalezy z napisu 1‘1.232331_1
usunaé xo, otrzymujac napis 1:1901_1, ktory po skréceniu
staje sie pusty — obrazek upada. Kiedy usuniemy

drugi gwo6zdz, musimy z napisu usunaé wszystkie
wystapienia x1, zostajac z samym xo. Jest to niepusty
napis, wiec obrazek wciaz bedzie wisiat.

Analiza ta pozwala nam juz dosé¢ tatwo rozwigzad
wyjéciowe zadanie dla przypadku dwéch gwozdzi.
Wystarczy bowiem na koncu naszego napisu

dopisa¢ x5 ! (tzn. rozwazy( zawieszenie opisane przez
xlmgxflxgl). Wtedy usuniecie symboli x5 znéw
pozostawi nas z xlxl_l = (), za$ usuniecie z; da nam

zoxy ' = 0, czyli obrazek upadnie réwniez w tej sytuacii.

Wtlasnie taki sposéb zawieszenia zostal zilustrowany na
nastepnej stronie. Ale jak mozna rozszerzy¢ to podejscie
na wieksza liczbe gwozdzi?

.. . 1 -1
W algebrze wyrazenie postaci x1z22] 2, nazywa
sie komutatorem i oznacza sie je przez [x1, Z3].

4

Operacji tej mozna poddaé nie tylko symbole, lecz
rowniez wigksze napisy. W tym celu musimy jednak
zdefiniowaé odwrotnoéé napisu S, czyli napis S,
ktéry po doklejeniu do S i skréceniu da napis pusty.
Nie jest to trudne — wystarczy utozy¢ symbole
wchodzace w sktad S w przeciwnej kolejnoéci, za
kazdym razem dopisujac ,,odwrotnos¢” tam, gdzie jej
brakto, i zabierajac tam, gdzie byla. Dla przyktadu,
odwrotno$cig napisu S =z} 'woxs jest ST = w5ty Ty,
gdyz:

mflxgazg w;lmglxl = mflxg;r;lajl = x = 0.

Komutatorem napiséw S i Q) nazwiemy

[S,Q] = SQS™1Q~! (umieszczanie napiséw obok siebie
odpowiada oczywiscie tworzeniu z nich wigkszego
napisu).

Rozwazmy teraz zdefiniowany rekurencyjnie ciag
napisow:

1 -1
Sa = [x1,%2] = v12227 X5,

= [S2, 23] =

= (x12917] $21)$3(.’L‘1.’132$1_1.’L‘2_

52.7335 333

1)_1$3_1

-1,.-1 -1,.-1,.—1
= T1X2T 3?2 T3T2X1Ty Ty Ty ,

Sn = [Sn—lyxn] = Sn 1‘T"Sn 11.’2 1

Zauwazmy, ze napis 5, odpowiada szukanemu
sposobowi zawieszenia obrazka na n gwozdziach!
Istotnie, jesli z S, = S 12,87 2t usuniemy .,
zostaniemy z .S, _ 1S 1 = 0. Jedli za$ usuniemy z niego
dowolne z;, gdzie ¢ < n, to usuniemy je z S, _1. Mozemy
jednak indukcyjnie zalozyé, ze napis S, _1 w zwigzku

z tym skraca sie do napisu pustego, co zostawia nas

z xpx,t = 0.



Juz dla n = 4 dlugosé rozwiazania jest
horrendalna:
S — -1 .71 , , —1 -71,.71
4 = T1T2XT; Ty T3T2T1T5 XLy Tz T4
1

-1, -1 _—-1_ -1 —1_ —
T3T1X2T| Ty Ty T2T1To T T,y -

Rys. 2. Ilustracja rozwigzania dla n = 2

Tekst powstal na podstawie artykutu
Picture-Hanging Puzzles, Erika
Demaine’a, Martina Demaine’a, Yaira
Minskiego, Josepha Mitchella, Ronalda
Rivesta i Mihaia Patrascu.

Rozwiazanie to ma jednak jedna zasadnicza wade — dlugos¢ rozwiazan rosnie
wyktadniczo. Jesli przez d,, oznaczymy dlugos$¢ napisu S,,, to spelniona jest
rekurencja d, = 2d,_1 + 2, co przy warunku ds = 4 daje nietrudny do sprawdzenia
jawny wzér d,, = 2" + 271 — 2.

Sprytny podzial gwozdzi to polowa... sukcesu. Okazuje sie, ze mozemy

dokonaé bardzo zgrabnej optymalizacji, osiagajac zlozonos¢ wielomianowa!

Wystarczy, ze podejdziemy do sprawy cho¢ odrobine delikatniej, nie doktadajac
raz za razem po jednym gwozdziu, a dzielac zbiér gwozdzi na coraz mniejsze
polowy, ktére beda komutowaé ze soba.

Zdefiniujmy w tym celu:
E(’L . Z) = Ty,

E(l s ].) = [l’i,l'iJrl]

i w ogdlnosci:
E(i:j) = {E <z VHD ,EQH]J +1:j)] .
2 2
Dla przyktadu:
E(1:4)=[E(1:2),E(3:4)]
=FE(1:2)E3:4)E(1:2)'E(3:4)7!

= (wywowy 'y N (zazaxs tay ) (woxyay t ey ) (wams g tag ).

Tak zdefiniowane E(i : j) bedzie rozwiazaniem dla gwozdzi od ¢ do j, pozwalajac
rozbi¢ problem na mniejsze czesci. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy
przeprowadzi¢ indukcje¢ wzgledem wartosci réznicy j — ¢. Usunigcie x, dla

1 < s <k, gdzie k = (%1, yanihiluje” nam FE(i : k) na mocy zalozenia
indukcyjnego i zostaje E(k+1:j)E(k+1:5)~! = 0. Rozumowanie jest
analogiczne, gdy k+1 < s < J.

Przyjrzyjmy sie dlugosci tak okredlonego rozwiazania. Dla uproszczenia
przyjmijmy, ze n jest potega dwéjki. Jesli d,, jest dlugoscia E(1 : n), gdzie

n = 2™, to spelniona jest zaleznosé¢ d,, = 46,,_1, co przy dy = 1 daje nam po
prostu d,, = 4™ = n2. Dla wartoéci n niebedacych potegami dwéjki pozostaje
prawda, ze dtugoéé¢ napisu jest rzedu n?.

Zagadka o wieszaniu obrazkoéw jest $wietnym przykladem na to, jak dobrze
dobrany zapis matematyczny pozwala uprosci¢ pozornie zlozony problem
kombinatoryczny do bardziej podstawowych, a przede wszystkim — czytelnych!
zagadnien. Nada si¢ ona réwniez na efektowny pokaz matematyczny, jezeli
tylko zamiast na gwozdziach, przeprowadzimy doswiadczenie na wyciagnietych
ramionach ochotnikéw!

Pierscienie Boromeuszy a wieszanie obrazkéow

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Rys. 1. Przyklad nietrywialnego splotu
petli D i E (splot Hopfa)

Michat MISKIEWICZ*

Polecam nastepujaca zagadke: skonstruowaé trzy petle (,,pierscienie”) A, B, C
w taki sposéb, by:

a) tworzyly one nietrywialny splot, a wiec np. by petli C' nie dalo sie wyjaé na
zewnatrz;

b) kazda para tworzyla trywialny splot, czyli np. po usunieciu C pozostate petle
A, B dalo sie rozdzieli¢.

Dla ilustracji podaje obok przyktad nietrywialnego splotu dwéch petli (rys. 1).
Nietrywialno$¢ mozna rozpoznaé po tym, ze idac wzdtuz D, raz przechodzimy
nad E, a raz pod. Rozwiazanie tej zagadki (jak i nastepnych) mozna znaleZé
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Rys. 2. Trywialny splot A i B jako
zaczatek rozwigzania zagadki. Kolorem
zaznaczona jest petla C' odpowiadajaca
przykladowemu napisowi ab

0
189,

N,
\\\asS;
!

\

Rys. 3. Na petli C rozpieto ,dysk”
rozlaczny z A. Umozliwia to stopniowsg
deformacje petli C' poprzez Scigganie jej
do punktu, co zaznaczono kolorowymi
liniami

Rys. 4. Petla G jest dwukrotnie nawinigta
na okrag F', a mimo to na F' da si¢
rozpigé powierzchnie roztaczng z G

na stronie [18, tymczasem wskazéwka: zaczaé¢ od umieszczenia petli A i B jak
na rysunku 2 (moga nawet na siebie nachodzié, byle nie byly splatane), po
czym poprowadzié¢ petle C' w taki sposéb, by kolejne ,przeciecia” z petla A

sie znosity, czyli np. uktadaly w ciag nad-nad-pod-pod lub nad-pod-pod-nad;
podobnie z petla B — w ten spos6éb unikniemy splotu par A,C i B, C. Pozostaje
przeprowadzi¢ to w taki sposéb, by cata tréjka byla splatana.

Najprostsze rozwiazanie tej zagadki bierze swoja nazwe od wloskiego rodu
Boromeuszy, ktory umiescit je w swoim herbie. Wedlug niektérych zrédet splot
ten symbolizowal wiezy laczace trzy rodziny arystokratyczne — Boromeuszy,
Sforzéw i Viscontich — a wedlug innych odnosil sie do Tréjcy Swietej. Byt tez
chetnie stosowany wezesniej przez ludy germanskie (w swojej tréjkatnej formie
znanej jako wvalknut), jak i poza Europa. Jaki jednak ma to zwiazek z wieszaniem
obrazkéw rozwazanym przez Marie Pieczarke w obecnym numerze?

Otéz jest to po prostu ta sama zagadka! W zobaczeniu tego pomoze opis
formalny, nieco odmienny od jezyka przej$¢ nad i pod. Ustalmy jakis punkt
zaczepienia O i prowadzmy petle C' etapami: w jednym kroku wychodzimy z O,
przechodzimy przez jedna z petli A lub B i wracamy do O. Zanotujmy przy tym
kolejne kroki: niech a odpowiada przejsciu przez A z géry na dét, a~' podobnie,
tylko z dotu do géry, a b oraz b~! analogicznie dla B. Przeanalizujmy nastepnie
otrzymany napis. Dla przykladu: ab odpowiada zwyczajnemu tancuchowi
zlozonemu z trzech ogniw (rys. 2), ktéry spelnia prawie wszystkie warunki
zagadki — niestety usuniecie A pozostawia B i C' nadal splatane. Odnotujmy,

ze przyporzadkowanie napisowi odpowiadajacej mu petli jest wzajemnie
jednoznaczne, jedli uméwimy sie, ze napisy mozna ,skraca¢”, np. utozsamiajac
aaa1b z ab (polecam zastanowi¢ sie, dlaczego to sa dwa sposoby opisu tej samej
petli), przy czym zamiana kolejnosci symboli jest niedozwolona. Ta obserwacja
nie jest tatwa w dowodzie, ale chyba odpowiada intuicji.

Po przeczytaniu artykutlu o wieszaniu obrazka nie powinno dziwi¢, ze
wladciwym rozwiazaniem okazuje sie... petla C opisana poprzez aba~'b
Rzeczywiscie, usuniecie petli B powoduje, ze symbole b i b~! mozna pominaé,
pozostawiajac aa ™', a to skraca sie do pustego napisu, czyli petli trywialnej
(niepolaczonej z A); podobnie jest przy usunieciu A. Warto pamietaé, ze nie
jest to jedyne rozwiagzanie. W artykule Jacka Gladysza z|Ai¢ pojawia sig inny
naturalny splot, spopularyzowany przez Martina Gardnera, i okazuje sie, ze
istotnie rézni sie on od splotu Boromeuszy. Jakiemu napisowi odpowiada?
Pozostawiam Czytelnika z tym pytaniem.

—1

Proponuje jeszcze trzy zagadki zwiazane ze splotem Boromeuszy. W ramach
wstepu do pierwszej z nich zauwazmy, ze na petli C' nie da sie rozpiaé¢ dysku,
ktéry bytby roztaczny z A i B — inaczej C daloby sie Sciagna¢ do punktu bez
zahaczenia o pozostale petle (rys. 3). Ale da sie rozpia¢ co innego:

Zagadka 2. W splocie Boromeuszy znalez¢ powierzchnie rozpietg na petli C,
czyli majaca C jako swéj brzeg, a jednoczesnie roztaczng z petlami A i B.

Warto zwroci¢ uwage, ze na rysunku 1 podobne zadanie byloby niemozliwe —
na petli D nie da si¢ rozpiaé Zadnej powierzchni rozlacznej z E. Okazuje sig

tu kluczowe, ze napis aba~'b~! skraca sig, jedli dopuscimy zamiane symboli
miejscami (bo aa~'bb~! sprowadza si¢ do pustego napisu). Pelne wyjasgnienie
tego fenomenu mozna odnalezé w twierdzeniu Hurewicza, na ktorego omowienie
niestety brakuje tu miejsca.

Zagadka 3. Znalez¢ powierzchnie rozpieta na F' i rozlaczng z G (rys. 4). Czy
jest ona dwustronna czy jednostronna? (inaczej: orientowalna czy nie?)

Zagadka 4. Znalez¢ powierzchnie rozpieta na splocie Boromeuszy, czyli taka,
ktérej brzeg sktada sie z trzech okregdéw A, B, C.

Podobnie dla kazdego innego splotu (lub wezta) da sie znalezé rozpieta nan
powierzchnie orientowalna (nawet wiecej niz jedna), nazywana powierzchnia
Seiferta — pozytki z istnienia takiej powierzchni to rowniez temat na inng
opowiesc.
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Od egzoplanet

* Uniwersytet Warminisko-Mazurski
w Olsztynie

METODA ASTROMETRYCZNA

METODA PREDKOéCI RADIALNYCH

Pat

METODA TRANZYTOW

MIKROSOCZEWKOWANIE GRAWITACYJNE

OBRAZOWANIE OPTYKA ADAPTATYWNA
!
|
|
|
!
|

O

do egzoksiezycéw i egzokomet

Marcin HAJDUK*

Pierwszy uktad planetarny odkryt... Mikolaj Kopernik. Oczywiscie byl to nasz
Uktad Stoneczny, w ktorym znajduje sie tacznie osiem planet. Najblizej Stonca
polozone sa cztery skaliste: Merkury, Wenus, Ziemia i Mars. Za nimi znajduja
sie¢ cztery gazowe olbrzymy: Jowisz, Saturn, Uran i Neptun. Catosci dopelniaja
inne ciala, takie jak planety karlowate, asteroidy czy komety. Uklad spowity jest
w pozostatosci gazowo-pytowego dysku.

Juz starozytni zauwazyli, ze planety poruszaja sie na niebosklonie w inny sposob
niz gwiazdy. Stosunkowo tatwo mozna bylo je zidentyfikowaé, jednak wigkszym
problemem okazalo sie zrozumienie ich ruchéw. Ztozone ruchy obiegowe

i obrotowe Ziemi oraz obiegowe innych planet tworza dosy¢ pogmatwane Sciezki
planet na niebosklonie.

By jeszcze bardziej skomplikowaé sytuacje, planety nie kraza ,,wokét Stonca”,
a wokot srodka masy Ukladu Planetarnego. To samo dotyczy Stonca, ktére
réwniez porusza sie wokél tego samego srodka masy. Gdyby bardzo dokladnie
$ledzi¢ ruch srodka tarczy Slonca na sferze niebieskiej, okazaloby sie, ze swoje
odbicie w nim ma polozenie innych planet, a w najwigkszym stopniu Jowisza.
Predko$é Stonica wzgledem $rodka masy ukladu Stonice-Jowisz to 13 m/s.

Ten sam efekt — drobne, regularne przesuniecia pozycji gwiazdy wywolane
obecnoécia planet — moze by¢ obserwowany w innych ukltadach planetarnych

i stanowi podstawe jednej z metod odkrywania egzoplanet, tzw. metody
astrometrycznej. Podobnie jak w przypadku Slonica, polozenie innych

gwiazd majacych swoje planety réwniez oscyluje wokoét érodka masy uktadu.
Zaobserwowane niewielkie oscylacje pozycji gwiazdy moga $wiadczy¢ o obecnosci
jednej lub kilku planet.

Ta metoda wlasnie rozpoczeta nasz przeglad technik wykrywania planet poza
Ukltadem Stonecznym.

Druga z nich, tzw. metoda predkosci radialnych, opiera sie na obserwacji
zmian polozenia gwiazdy wzdluz linii obserwator—gwiazda. Jest to mozliwe
dzigki precyzyjnym obserwacjom widma gwiazdy.

Widmo obserwujemy w praktyce jako zestaw pojedynczych linii. Efekty
mechaniki kwantowej powoduja, ze kazdy atom lub molekula (np. wodér
gwiezdny) emituja zawsze takie same dlugodci fali Ag. Periodyczny ruch gwiazdy
woké!t srodka masy uktadu powoduje jednak, ze wyemitowane $wiatto ulega
efektowi Dopplera i obserwowana dlugo$é fali linii widmowej A zalezy od
sktadowej predkosci gwiazdy w kierunku do obserwatora V.4, zwanej predkoscia
radialng. Powoduje to zmiany potozenia linii widmowej o A\ = X\ — Ay, co

w efekcie daje oszacowanie predkosci V,.qq/c = AN/ Ao (gdzie ¢ to predkosé $wiatla
w prozni).

Zmiany predkosci radialnej gwiazdy wywolane ruchem orbitalnym planety
powoduja wiec cykliczne przesuwanie si¢ linii widmowych gwiazdy w strone

fal krétszych i dluzszych, w zaleznosci od tego, czy gwiazda w danym momencie
sie przybliza, czy oddala od obserwatora.

Trzecia z klasycznych technik, nazywana metoda tranzytéw, ponownie

inspiruje sie efektami w Ukladzie Stonecznym, w ktérym obserwujemy tranzyty
planet wewnetrznych (Merkurego oraz Wenus) na tle tarczy Stonca. (Podobnie
obserwujemy za¢mienia Storica, ktére sa tranzytami ksiezyca na tle jego tarczy).

W przypadku egzoplanet sprawa jest bardziej skomplikowana, poniewaz
rozdzielczo$¢ naszych instrumentéw jest niewystarczajaca, aby zaobserwowacd
tranzyt bezposrednio na tle tarczy gwiazdy (egzoplanety znajduja sie po prostu
za daleko, jak na mozliwosci obecnej technologii). Mozna za to zaobserwowaé
spadek jasnoéci gwiazdy spowodowany tranzytem. Spadek ten jest zwykle bardzo
niewielki i zalezy od stosunku wielkoéci tarczy gwiazdy i planety.
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Dysk wokét gwiazdy PDS 70 (po lewej)
oraz zblizenie na egzoplanete PDS 70c,
wokél ktérej réwniez znajduje sig
mniejszy dysk (Benisty i in., 2021, The
Astrophysical Journal Letters, 916, 2)

Nazwa ,ciag gléwny” to nazwa obszaru
na diagramie Hertzsprunga—Russella
(H-R), czyli wykresie klasyfikujacym
gwiazdy. Na diagramie H-R jedna z osi
reprezentuje typ widmowy (lub
temperature fotosfery albo wskaznik
barwy), a druga jasno$¢ absolutng (lub
moc promieniowania). Wigkszos$é gwiazd
tworzy wtlasnie tzw. ciagg gltéowny
(rozciaggajacy sie wzdluz przekatnej od
prawego dolnego do lewego gérnego rogu
wykresu). Inne rodzaje gwiazd (olbrzymy,
biate karly) zajmuja inne obszary na
diagramie H-R.

W przypadku przejécia Jowisza przed tarcza Stonca byltby to spadek jasnosci
0 1% jasno$ci Stonca. Tranzyt trwalby 15 dni i powtarzal sie co niecale
dwanascie lat. Z kolei tranzyt Ziemi mialby stokrotnie slabszy efekt i trwalby
okoto tygodnia.

Czwarta technika jest mikrosoczewkowanie grawitacyjne. Ta metoda

jest z powodzeniem wykorzystywana przez astronomow z Uniwersytetu
Warszawskiego prowadzacych projekt OGLE (Optical Gravitational Lensing
Experiment). Wykorzystuje ona skupianie $wiatla przez pole grawitacyjne
masywnego obiektu (soczewki) przechodzacego przed gwiazda tta (zrédia
$wiatla). Co istotne, pojasnienie wyglada inaczej, gdy soczewka jest pojedynczy
obiekt, a inaczej gdy jest nia uklad planetarny. Metoda ta jest czula na planety
znajdujace sie¢ w dalszej odleglosci i wystarczajaco czula, aby odkry¢ planety
skaliste. Co ciekawe, pozwala rowniez na odkrywanie planet, ktére przemierzaja
Galaktyke samotnie [1].

Najbardziej chyba spektakularng metoda jest jednak obrazowanie za
pomoca adaptatywnej optyki. Kontrast pomiedzy jasnoscia gwiazd

i planet jest olbrzymi. Mozna go jednak zniwelowaé, usuwajac obraz gwiazdy
lub zastaniajac gwiazde koronografem, czyli specjalna przestona (nazwa
pochodzi od zastosowania do obserwacji korony slonecznej). Obrazy wykonane
w odpowiednich odstepach czasu pokazuja ruch orbitalny planet.

Pierwsze egzoplanety zaczeto odkrywaé¢ w latach 90. ubieglego wieku. Worek

z odkryciami otworzyli Aleksander Wolszczan i Dale Frail [2], odkrywajac
uktad planetarny wokél pulsara PSR B1257+12. Bylo to zaskakujace odkrycie,
poniewaz pulsary powstaja w wyniku wybuchu supernowej, ktory powinien
doprowadzi¢ do zniszczenia istniejacego wezesniej ukladu planetarnego.
Pochodzenie i przetrwanie planet w tak niegoécinnym $rodowisku stanowi do
tej pory nierozwigzana zagadke.

W centrum zainteresowania pozostawalo jednak odkrycie planet podobnych
do Ziemi i krazacych wokét gwiazd podobnych do Storica. W szczegdlnosci
produkujacych energie przez syntez¢ wodoru w hel. Ten najdtuzszy etap
ewolucji, trwajacy do czasu wyczerpania wodoru w jadrze gwiazdy, nazywamy
ciggiem gtownym.

Pierwsza planete wokél gwiazdy ciagu gtéwnego 51 Peg odkryli Michel Mayor
oraz Didier Queloz [3]. To gazowy olbrzym orbitujacy z okresem czterech dni
wokoél swojej gwiazdy, wywolujac zmiany predkosci radialnej o amplitudzie

136 km/s, duzo wiekszej niz Jowisz w przypadku Slorica. Kolejne odkrycia
zostaly zdominowane przez gazowe olbrzymy w poblizu macierzystej gwiazdy.
Takie egzoplanety powoduja najwieksze zmiany predkosci radialnej macierzystej
gwiazdy i sa najlatwiejsze do wykrycia za pomocg metody predkosci radialnych.

Metody detekcji za pomocg pomiaréw predkosci radialnej dominowalty

do 2010 roku. Woéweczas za sprawg sondy Kepler nastapil skokowy wzrost

w odkrywaniu egzoplanet metoda tranzytow. W przyszlosci oczekuje sie
skokowego wzrostu liczby planet odkrywanych metoda mikrosoczewkowania
grawitacyjnego.

Kazda metoda detekcji egzoplanet jest czuta na okreslony zakres mas i okreséw
orbitalnych egzoplanet (rys. . Metoda tranzytéw sprawdza sie najlepiej

w przypadku planet wielkosci co najmniej Neptuna na stosunkowo ciasnych
orbitach (Neptun, cho¢ klasyfikowany jako gazowy olbrzym, jest ,tylko” okolo
4 razy wigkszy i okolo 16 razy bardziej masywny niz Ziemia).

Wiekszo$¢ znanych obecnie egzoplanet zostala odkryta wokol gwiazd ciagu
gléwnego podobnych do Stonca. Nie wiadomo jednak, co dzieje sie z ukladami
planetarnymi w kolejnych etapach ewolucji gwiazdy. Gdy w procesie ewolucji
gwiazda ciggu gléwnego staje sie coraz wieksza, powinna pochlaniaé kolejne
planety. Mimo to naukowcy skierowali teleskopy réwniez na gwiazdy olbrzymy,
aby przekonaé sie, czy uklady planetarne maja szanse przetrwaé w tak
ekstremalnych warunkach. Okazalo sie, ze istnieja planety, ktore orbituja wokdt
gwiazd-olbrzyméw. W odkrywaniu planet wokot olbrzymoéw specjalizuje si¢
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Rys. 2. Spiralne struktury wokot
mglawicy planetarnej Kocie Oko (Corradi,
Proc. TAU Symp., 2006, 234, 277

Tranzyt planety
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Czas wzgledem srodka zdarzenia (w minutach)

Rys. 3. Profil tranzytu egzokomety lub
planetozymalu wokél biatego karta
(Vanderburg i in., Nature, 2015, 526,
546)
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Rys. 1. Masy oraz promienie orbit egzoplanet odkrytych za pomoca réznych metod

grupa torunskich naukowcéw korzystajacych z teleskopu HET w Stanach
Zjednoczonych.

Kolejng interesujaca dziedzina sa obserwacje mgltawic planetarnych. Gdy
mato lub érednio masywne gwiazdy koncza swoje zycie, zamiast wybuchu
supernowej odrzucaja swoje zewnetrzne warstwy i odslaniaja jasne, gorace
jadro. Mglawica planetarna jest wlasnie odrzucona otoczka, zjonizowana przez
promieniowanie gwiazdy. Jednak ksztalty mglawic planetarnych wskazuja na to,
ze utrata masy nie jest sferycznie symetryczna — postawiono wiec hipoteze, ze za
powstawanie niektorych ksztaltéw moga odpowiadaé planety.

Naukowcom nie udalto si¢ do tej pory znalezé planety krazacej wewnatrz
mgtawicy planetarnej. Udalo sie im natomiast odkry¢ planety krazace wokot
bialych kartéw, bedacych pozostaloscia po gwiezdzie olbrzymie [4]. Te odkrycia
sugeruja, ze planeta moze przetrwaé faze olbrzyma macierzystej gwiazdy.

Kolejnym z obiektéw, ktére mozemy wykrywaé poza naszym Ukladem
Stonecznym, sa egzokomety. Co ciekawe, odkryliSmy je juz w 1987 roku.

Tranzyt egzokomety wyglada nieco inaczej niz egzoplanety. Egzokometa
powoduje asymetryczne minimum, powstale w wyniku czastek pytu ciagnacych
sie w ogonie komety. Liczne egzokomety zostaly zaobserwowane wokoét bialych
karléw. Jest to o tyle latwiejsze (w poréwnaniu do gwiazd ciagu gléwnego),

ze rozmiary bialych karléw sa o wiele mniejsze, wiec przejécie egzokomety
powoduje znacznie wieksze oslabienie jasnosci niz w przypadku gwiazd ciagu
gléownego.

Nie mamy jeszcze do tej pory potwierdzonego odkrycia egzoksiezyca. Jest
jednak kilka metod, ktére mozna by tu wykorzystaé. W przypadku stosunkowo
masywnych egzoksiezycéw bylyby to odchylki od ruchu orbitalnego planety
wokoét gwiazdy. Egzoksiezyce moga rowniez by¢ widoczne w zmianie ksztattu
krzywej blasku podczas tranzytu planety. Ta metoda bedzie wykorzystana
przez grupe naukowcéw, ktérzy zaplanowali obserwacje tranzytu egzoplanety
Kepler-167e o okresie orbitalnym trzech lat za pomoca Kosmicznego Teleskopu
Jamesa Webba (James Webb Space Telescope, JWST). Szacuje sie, ze JWST
bedzie w stanie wykry¢ satelity planety o rozmiarach podobnych do ksiezycéw
Galileuszowych.

Bardzo ciekawym wynikiem jest rowniez odkrycie pylowego dysku wokot
egzoplanety PDS 70c wewnatrz dysku protoplanetarnego. Z dysku tego moze
sig uformowaé egzoksiezyc.

Kontynuowane sg réwniez wysitki zmierzajace do wykrycia oddzialywan
magnetycznych miedzy egzoplanetami a egzoksiezycami, ktére moga emitowac
spolaryzowane kotowo fale radiowe, podobnie jak uklad Jowisz-Io w naszym
Ukladzie Stonecznym. Do tej pory udalo sie znalezé za pomoca radioteleskopu
LOFAR analogiczne oddzialywania pomiedzy egzoplanetami a gwiazdami.
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Wielomiany w kombinatoryce

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

W calym tekscie n, j, k sa nieujemnymi
liczbami catkowitymi.

Symbol Newtona (?) oznacza liczbe

sposob6éw wybrania podzbioru
7 elementéw sposréd n réznych. Jest to

réwnowazne wskazaniu n — j elementéw
niewybranych, wiec (?) = "ﬁj .
Przyjmujemy, ze (8) =1.

Dla n = 0 we wzorze (%) mamy 1 = 1.

Dodajemy kolumnami, korzystajac
ze wzoru ().

Korzystamy ze wzoru na sume wyrazéw
ciggu geometrycznego.

Joanna JASZUNSKA*

W wielu problemach kombinatorycznych pomocne jest badanie odpowiednio
dobranych wielomianéw, a dokladniej — analizowanie ich wspétczynnikow.
Przedstawie kilka przykladéw o rosnacym stopniu trudnosci, wprowadzajacych
kolejne przydatne narzedzia i pomysty. Wielokrotnie korzysta¢ bedziemy

7 Waznego wzoru:

(%) (1+2)" = Z <",L> 2.

: J

7=0
Wzér ten uzasadnimy, analizujac proces wymnazania n nawiaséow. Z kazdego
z nich wybieramy skladnik 1 albo x i mnozymy tak wybranych n elementéw,
a nastepnie wszystkie uzyskane w ten sposéb iloczyny dodajemy. W efekcie

uzyskujemy sume wyrazen postaci 1”727 dla j = 0,1,2,...,n, przy czym kazde
z nich pojawia sie¢ doktadnie tyle razy, na ile sposobéw da si¢ wybraé¢ j nawiaséw
spoéréd n (i z nich wziaé element ), czyli wlasnie (?) razy. d

Podstawiajac © = 1, otrzymujemy znany wzér 2" = Z?:o (?) Kazda z jego
stron opisuje liczbe podzbioréw zbioru n-elementowego. Po lewej podzbidr
utozsamiamy z ciagiem decyzji wziaé¢/nie wziaé, podjetych wobec kazdego

z n kolejnych elementow, stad 2™ mozliwosci. Po prawej za$ zliczamy podzbiory

wedlug mocy, tzn. osobno liczymy podzbiory o 0,1,2,...,n elementach.

Dalsze ciekawe tozsamosci mozna uzyskaé, przyjmujac x = —1, x = 2 itd., a takze
rézniczkujac wzor (x) i dopiero péZniej podstawiajac za x jakie§ wartosci. My
jednak bedziemy odtad badaé¢ tylko wielomiany i ich wspotczynniki, traktujac x
jako pomocniczy symbol i nie rozwazajac zadnych konkretnych jego wartosci.

2 2n
) = < ) dla dowolnego n.
n

Rozwigzanie. Ze wzoru () dla wyktadnika 2n mamy (1 + x)?" = Z?ZO (i.”)xj.

n
Zadanie 1. Dowiesé, ze Z <n
J

=0

Wspétezynnik przy 2" w wielomianie (1 + )" jest wigc réwny (2:)

Z drugiej strony, wymnazajac czynniki po prawej stronie w iloczynie

n n
I+2)" - 1+a)" = (Z (n) j) : (Z (n) j),
=0 \J =0 N

wyraz 2" otrzymamy jako z7 - x" 7 dla kazdego j = 0, ..., n, przy czym przy
kazdym z tych czynnikéw pojawi sic odpowiedni wspétczynnik: (;‘) xd (nﬁj)x"_j i
Stad wspétezynnik przy ™ w wielomianie (1 + x)?" — réwny, jak juz wiemy,

(*™) - jest jednoczesnie réwny >0 (7;) (n’i]) =20 (?)2 O

+ (ktl) + (’;) = (n+1) dla takich n, k, ze n > k.

Zadanie 2. Dowie$é, ze (Z) +... i

Rozwigzanie. Oznaczmy aj = (Z) + ...+ (k;gl) + (’,z) Rozwazmy wielomian

ant™ + ...+ asx® + ayz' + aga’ =

- (e

+(3)a" o+ ()7

+ (D' o+ ()t + ()l

+(0)2" + .+ Q)2+ (o) + ()= =
=(1+a)"+.. . +Q+2)+(Q+2) ' +(1+2)° =
(4t -1 (1ot -1

(1+z)—1 x

Uzyskany iloraz jest — wbrew ewentualnym obawom — faktycznie wielomianem
zmiennej z: w liczniku po odjeciu 1 zostajg wylacznie sktadniki o dodatnich
potegach przy x i po podzieleniu przez x z mianownika otrzymujemy wielomian.
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Mozna oczywidcie latwo sporzadzié¢
tabelki mozliwych wynikéw, jednak ten
prosty przyklad postuzy nam

do przedstawienia pewnej ogdlniejszej
metody.

Czy mozna napisa¢ takie liczby na kostce
o$mioSciennej i monecie, by one tez
réwnie dobrze nadawaly sie do tej gry?
Warto przy okazji zadania 3 wspomnieé
tez o tzw. kosciach Sichermana, czyli
dwéch kosciach szesciennych réznych od
»standardowych”, ktore daja te same co
kosci ,,standardowe” prawdopodobienstwa
otrzymania poszczegdlnych sum oczek.

O problemie tym mozna przeczytac

w A[l)g.

Nieskonczone sumy w nawiasach nie sg
przeszkoda, mozemy bowiem przyjac, ze
|z] < 1, i skorzystaé¢ ze wzoru na sume
wyrazéw ciggu geometrycznego.

Intuicja podpowiada, ze co trzeci, czyli
237 /3 ale ta liczba nie jest catkowita, nie
jest wiec poprawna odpowiedzia.

Interesujace nas aj to wspélczynnik przy z* w tym wielomianie, czyli
wspétezynnik przy 21 w (1 +2)"*! — 1, a wiec — ze wzoru (x) — (ZE),
co konczy dowdd. O

Zadanie 3. W pewnej grze rzuca si¢ jednoczeénie dwiema kostkami
czworosciennymi, na kazdej moze wypasé 1, 2, 3 lub 4, wynikiem jest suma
otrzymanych liczb. Jakie sa mozliwe wyniki i jakie ich prawdopodobienstwa?
Jak by sie zmienily, gdyby na jednej z kostek byly liczby 1, 2, 2, 3, a na drugiej
1, 3, 3, 57

Rozwigzanie. Rozwazmy nastepujacy iloczyn, w ktorym kazdy z czynnikéw
odpowiada jednej kostce, a kolejne wyktadniki przy  w danym nawiasie réwne
sg liczbom na tej kostce:

({ZZ1+£E2+:L‘3+:174)~($1+$2+{E3+LL‘4):

g 2k =

1<4,k<4

E oItk =

1<, k<4

8
E anpx”
n=2

Mnozac te nawiasy, uzyskujemy 16 sktadnikéw postaci 7 - 2* = z7+F.

Niektére sie powtarzaja, na przyklad 2° wystepuje cztery razy, bo
1+4=243=3+2=4+ 1. Wspélczynniki a,, to wlasnie krotnosci
poszczegdlnych x”, zatem as = 4. Tak otrzymany wielomian opisuje wiec mozliwe
wyniki (wystepujace w nim wartosci n) oraz ich prawdopodobienstwa (w tym
przypadku réwne a,, /16).

Analogicznie dla kostek z liczbami 1, 2, 2, 3 oraz 1, 3, 3, 5 mamy wielomian
(' + 22 +a2?+ 23 (el 423+ 2P b)) =
z? (1+2:r—|—x (1 +22% + 2t) = 22
(x-(1+:v)-(1+x2))2 = (z
= (z+ 2% + 23 4+ 212
Jest to dokladnie ten sam wielomian co wcze$niej, ma wigc takie same

wspolezynniki. Wobec tego nasze nowe kostki daja identyczne sumy
z jednakowymi prawdopodobienstwami. (I

(42?1422 =
(I+z+a®+2%)° =

Zadanie 4. Kupujemy n owocoéw, przy czym liczba gruszek ma by¢ parzysta,
moreli — podzielna przez 5, pomarariczy najwyzej 4, arbuz najwyzej 1 (innych
owocéw nie rozwazamy ). Na ile sposobéw mozna spelnié te warunki?

Rozwigzanie. Podobnie jak w poprzednim zadaniu, wymnézmy cztery

nawiasy odpowiadajace owocom, gdzie wyktadniki przy x w kazdym nawiasie
odpowiadaja dopuszczalnym liczbom owocéw. Wéowcezas uzyskamy sume
jednomianéw postaci 29 - ™ - xP - x¢ = xIT™IPTA sdzie g odpowiada mozliwej
liczbie gruszek, m — moreli itd. oraz chcemy, by g + m 4+ p + a = n. Wobec tego
odpowiedz to wspdétczynnik przy x™ w iloczynie

VoMb +2 ) I+t 2?42 2t (1 +2) =

1 1 1-2 1-22 [ 1\ _
C1-22 1-25 1-2 1-2 \l-z2)

=(1+z+22+..)%

(1+2% 42" +..

Podnoszac 1 + x + 22 + ... do kwadratu, skladnik ™ dostajemy jako x7 - "7
dla kazdego 7 =0, 1,...,n, wiec na n + 1 sposobow. Taki jest zatem poszukiwany
wspotczynnik przy ™, czyli szukana liczba sposobéw wybrania owocdw. O

Zadanie 5. Ile podzbioréw zbioru {1,2,...,3n} ma podzielna przez 3 liczbe

elementow?

Rozwigzanie. Niech ¢ # 1 bedzie dowolnym zespolonym pierwiastkiem trzeciego
stopnia z 1 (drugim jest wtedy ¢?). Woéweczas 1, ¢ i ¢ sa rozwiazaniami réwnania
3-1=0,czyli (z=1)(1+2+2%)=0.Stad ¢> =1 oraz 1 + g+ ¢* = 0 (*x).
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Obserwacja (x%x):

ze wzoréw (*x) dla j = 3k mamy
@+ +¢¥ =1+1+1=3,

a dla pozostalych j otrzymujemy
“+¢ +¢7 =1+q+¢ =0

Korzystamy z wtasnosci (xx) liczby q.

Poczatkowa intuicja nie byta zla.

Intuicja znéw podpowiada, ze co trzeci,
czyli okoto 23™ /3 i znéw okazuje sie dosé
trafna.

Przykladowo, dla n > 2 mamy

2122 .28 =21 . 25 =22 . 0 =2

oraz sume 6 maja cztery podzbiory:
{1,2,3},{1,5}, {2,4}, {6}, zatem ag = 4
(podobne rozumowanie pojawito sig¢

w zadaniach 3 i 4).

Dodajemy kolumnami, jak w zadaniu 2.

Dodatkowa literatura:

Joanna Jaszunska,
Szesciany i wielomiany, A?3

Karol Gryszka,
Ulamki Fibonacciego, A§1

Wojciech Guzicki,
Kombinatoryka. Rozszerzony program
matematyki w liceum (rozdzial 8),
Wydawnictwo Szkolne OMEGA,
Tarnéw 2024

Korzystajac ze wzoru (), otrzymujemy
(1 +q0)3n + (1 +ql)Sn 4 (1 + q2)3n _
3n 3n 3n
3n o 3n L 3n y
=S (M) (a3 () -
=0 \J =0\ =0\
3n

3 (M@ + '+ :3.271: o

, J 3k)’
=0 k=0

przy czym ostatnia réwnosé wynika z obserwacji (##%) na marginesie.

Zauwazmy teraz, ze ZZ:O (32) to dokltadnie poszukiwana w zadaniu liczba
podzbioréw zbioru (3n)-elementowego o liczbie elementéw podzielnej przez 3.

Jednoczesnie

(1 +q0)3n, + (1 +q1)3n 4 (1 +q2)3rn _
—_ 23n + (7q2)3n + (7q)3n —_ 2377, + (71)3nq6n + (*1)371(]3“ —_
=2 4 (=) + (- =2%" 42 (=)™

—~ (3n\ 2% 42 (-1)"
Stad ostat i ik: = 0
ad ostatecznie mamy wyni ; (3k> 3
Zadanie 6. Ile podzbioréw zbioru {1,2,...,3n} ma podzielna przez 3 sume

elementow?

Rozwigzanie. Rozwazmy wielomian

m
w(z) = (14+2)(14+22)(1+2%) ... (1 +2°") :Zajzj dlam=1+2+...43n.
j=0
Po wymnozeniu nawiaséw, kazdy skladnik 27 pojawia sie tyle razy, na ile
sposobéw mozna go uzyskaé jako iloczyn parami réznych poteg z (bo
wybranych z réznych nawiaséw), czyli tyle razy, na ile sposobéw mozna uzyskaé
wykladnik j jako sume elementéw pewnego podzbioru zbioru {1,2,...,3n}.
Szukang odpowiedzig na pytanie z zadania jest zatem warto$¢ wyrazenia
a0+a3+a6+...
Niech ¢ bedzie okredlone tak samo, jak w poprzednim zadaniu. Wéwczas
w(g”) +w(g") +w(g?) = ao(q”)” + ar(¢")' + a2(¢") + ... + am(a”)"+
+ao(g")’ +ai(q")' +az(¢")’ + ... + am(qh) "+
+ao(q®)° +a1(¢®)' +a2(¢®)* + ... +am(®)™ =

=3 "a; (¢ + (a') + (¢®)?) =3 (a0 + a3 +ag +...),
j=0

ostatnia réwno$é znéw wynika z obserwacji (**x), na marginesie przy zadaniu 5.
Wyznaczymy ponownie w(q”) + w(q') + w(q?) korzystajac z definicji wielomianu
w(z), liczby ¢ oraz jej wlasnosci (x):

w(g®) = w(l) =2°",

wlg) =1+ 1 +¢) 1+ ... (1+¢") = (1 +9 1+ )1 +¢")" =

= (=) (=9)(2))" =27,

w(g®) = 2" (analogicznie).
Stad ostatecznie w(q") + w(q') + w(g?) = 23" 4+ 2 - 2" { wobec tego mamy wynik:

23n +92.9n
ag+az+ag+...= f
Zachecam do poszukiwania innych rozwiazan powyzszych zadan (zapewniam, ze
istnieja liczne i réznorodne!) oraz innych probleméw, ktére mozna rozwiazaé
przy uzyciu zaprezentowanych tu metod. Zainteresowanym dalsza lektura
polecam przedstawione na marginesie teksty, a takze wyszukiwanie w literaturze
terminu funkcje tworzgce.
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Toskania dla $ciSlaka
MGTCZW, BRA UN Nauczyciel fizyki i matematyki w 42 Autorskim LO w Warszawie

Przepickne miasta i krajobrazy, muzea pelne najwybitniejszych dziet — to
wszystko mozemy podziwia¢ jak kazdy turysta. Mamy jednak co$ jeszcze:
miejsca zwiazane z nauka.

Najwigkszym miastem Toskanii jest Florencja, ale lot do niej kosztuje sporo,

a przy okazji bardzo krotki pas startowy pozwala zaobserwowaé zaleznosé

sit bezwladnosci od drogi hamowania. Osoby o cienszych portfelach lub
delikatniejszych zotadkach moga sie uda¢ tanimi liniami do Pizy. W Pizie,
oczywiscie, odwiedzi¢ nalezy stynna Krzywa Wieze, czyli dzwonnice, z ktérej
Galileusz najprawdopodobniej niczego nie zrzucal. To na razie malo zachecajace
— dzwonnice, z ktérej Galileusz niczego nie zrzucal, prosciej i taniej obejrzymy
w najblizszej parafii. Jednak na wieze warto wej$¢ nie tylko dla wspaniatych
widokéw, ale i po to, zeby zobaczy¢ urzadzenia stuzace utrzymaniu jej — nie, nie
w pionie, ale w dotychczasowym przechyle.

Zapoznamy sie takze z danymi liczbowymi, ktore pozwola obliczy¢, czy srodek
ciezkosci wiezy wyszedl poza jej podstawe. Bo jesli wyszedl. .. jesli wyszedl, to
nic nie znaczy: w takim wypadku wywraca si¢ cialo stojace na plaskiej i twardej
powierzchni. Dla wiezy z fundamentem w miekkim gruncie tak by¢ nie musi, ale
i w druga strone — nic nie wynika: érodek ciezkosci nad podstawa nie oznacza, ze
wieza wroci sama do pionu. Jak bardzo krzywa jest Krzywa Wieza? Zmierzylem
to na jej szczycie za pomocy aplikacji Phyphox — wynik 4,5° pasowal do
ostatnich danych na tablicy informacyjnej. Podobnie wyszlo na zdjeciu, choé
nietatwo bylo wykonaé je w plaszczyznie przechytu wiezy. Autorzy plakatu
wiszacego w poblizu uznali chyba, Zze to zbyt malo, i postanowili przechyli¢ wieze
zdecydowanie bardziej.

Lampy Galileusza

Tuz przy dzwonnicy, w katedrze, znajduje sie zyrandol, ktory wedtug legendy
obserwowal Galileusz, aby stwierdzié¢, ze okres wahan nie zalezy od amplitudy.
W rzeczywistoéci obserwowal zyrandol, ale inny — niestety ten mniej efektowny,
znajdujacy sie tuz obok, w kaplicy Aulla w Campo Santo. Warto wczedniej
zobaczy¢ zdjecie, aby wiedzie¢, czego szukamy.

Interesujacym miejscem moze by¢ takze muzeum maszyn liczacych. W czasie
mojego pobytu bylo niestety zamkniete.

Florencja

Z Pizy do Florencji dotrzemy pociagiem. W stolicy Toskanii, w bazylice
Sw. Krzyza (Basilica di Santa Croce) znajdziemy grob Galileusza, a takze
tablice pamigtkowe wielu zastuzonych Wtochéw, wsrdd nich Enrico Fermiego.

Skoro mowa o Galileuszu, to miejscowe muzeum nauki takze nazwano

jego imieniem (Museo Galileo). Znajdziemy tam m.in. astrolabia, maszyny
elektrostatyczne, wage z krzesetkiem dla wazonego, a takze gigantyczny ruchomy
(przynajmniej ruchomy kiedy$) model Ukladu Stonecznego, jeszcze z Ziemia
posrodku. I na tym wlasciwie mozna by skonczy¢, bo kolejne miejsca zwiazane
z naukami $cistymi znajdziemy na mapie w muzeum. Ale nie skoficzymy. ..

Temperantia

Muzeum nauki nie odesle nas bowiem do znajdujacego si¢ w galerii Uffizi obrazu
pedzla Piero del Pollaiolo przedstawiajacego personifikacje cnoty Umiarkowania.
Umiarkowanie to po lacinie Temperantia, od tego stowa pochodzi wtasnie nasza
temperatura, a piekna niewiasta uosabiajaca te cnote na obrazie zajmuje sie. . .
mieszaniem cieptej wody z zimna.

Jaki zwiazek ma miara energii ruchu czasteczek z cnotg kardynalna? Aby to
wyjasni¢, trzeba sobie przypomnie¢ o dawnym pogladzie, ze cieplo i zimno to
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dwie r6zne jakosci (a wiec zimno to nie jest malo ciepta). Rézne temperatury
uwazano za rézne stopnie wymieszania tych jakosci. Taki poglad nie ma
uzasadnienia w fizyce, ale w fizjologii — i owszem, bo nasz organizm ma osobne
neurony przekazujace informacje o tym, ze jest zimno, i osobne — Ze jest cieplo.

Na koniec — spaghetti!

Wieczorem przychodzi pora na kolacje. Jedli chcemy samodzielnie ugotowaé
spaghetti, mozemy kupi¢ miarke pozwalajaca wlasciwie dobrac iloéé¢ dla jednej,
dwéch czy wiecej os6b. Gdy popatrzymy na otwory golym okiem, trudno
bedzie uwierzy¢, ze dwie osoby maja dosta¢ dwa razy wiecej niz jedna. Pomiar
pokazuje jednak, ze érednice otworéw maja sie do siebie jak 1: /2 : /3, a przeciez
ilos¢ odmierzanego makaronu jest proporcjonalna do powierzchni otworu,

a nie do jego érednicy. Podobnie — skoro juz mowa o wloskim jedzeniu — jest

z pizza. Na dwie osoby nie zamawiamy takiej o dwa razy wiekszym promieniu.
Pamietajac o tym, najemy sig, ale nie obrazimy cnoty Umiarkowania.

Zycie albo niezycie? Oto jest pytanie

Dr Kenneth Smith we wstepie do ksiazki ,Viruses” z 1962 roku (wyd. Cambridge
University Press) pisze: ,Jesli chodzi o najczesciej zadawane pytanie: Czy wirusy
sq organizmami Zywymi?, odpowiedZ nalezy pozostawi¢ samemu pytajacemu”.
W ten sposéb pointuje raczej filozoficzne rozwazania sprowadzajace sie do
pytania, jaka jest definicja zycia. Nie raz juz zzymalam sie w moim deltowym
kaciku, ze kiedy$ wszystko bylo prostsze; czy co$ zyje, czy nie zyje, bylo widaé
ot tak, na rzut oka. Ssaka kopytnego definiowano zdaniem: ,kon jaki jest, kazdy
widzi”. Tymczasem postep nauki oraz metod badawczych coraz bardziej utrudnia

te sprawy. Co$ moze by¢ — choé nikt tego nie zobaczyl, nawet przez mikroskop.

Oznaczanie nieznanych gatunkéw przyspieszylo

dzieki Craigowi Venterowi, ktéry arogancko rzucit
wyzwanie projektowi sekwencjonowania genomu
ludzkiego, dzigki czemu poznalidmy ludzkie geny

w ekspresowym w stosunku do zatozen czasie.
Przeniést swoje rewolucyjne podejscie rowniez na
wody oceandw, inicjujac ambitny projekt masowej
analizy genoméw mikroorganizmoéw morskich. Jego
sztandarowym przedsigwzigciem byl projekt Global
Ocean Sampling Expedition, prowadzony przez ponad
dwa lata (2003—2005) na jachcie badawczym Sorcerer I1.
Zamiast tradycyjnie izolowaé pojedyncze szczepy
mikroorganizméw (co jest metoda wykluczajaca
oznakowanie gatunkéw niemozliwych do wyhodowania
w laboratorium) Venter zastosowal sekwencjonowanie
genomow metoda ,,shotgun”. Polegalo to na
pobieraniu prébek wody morskiej, odfiltrowywaniu

z nich mikroorganizméw, a nastepnie losowym
sekwencjonowaniu catego DNA obecnego w prébce,
bez konieczno$ci uprzedniej izolacji poszczegdlnych
organizméw. Algorytmy skladaly fragmenty DNA

w cale genomy, ktore podlegaly identyfikacji do
potencjalnych gatunkéw. Wskazano istnienie co
najmniej 1800 nowych , gatunkéw genomowych”, w tym
148 nieznanych wczesniej odrebnych ewolucyjnie grup
bakterii.

I oto zyjemy w czasach, kiedy naukowcy odkrywaja genom,
ktéry ,nalezy” do zywego organizmu, ale poniewaz nikt
go nie widzial, powstaje termin ,candidatus” — ktory
pozwala uznaé, ze istnieje odpowiadajacy genomowi zywy
organizm, ale pdéki go sie nie wyodrebni ze Srodowiska,
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nie moze formalnie zosta¢ przyjety do grona znanych
gatunkéw. W czerwcu w serwisie bioRxiv ukazal si¢
preprint naukowcéw z Japonii, ktéry opisuje Candidatus
Sukunaarchaeum mirabile. Pierwotnym celem badan
byl jednak inny organizm, Citharistes regius, nalezacy
do jednokomérkowych glonéw zwanych bruzdnicami.
Wystepujace powszechnie w oceanach bruzdnice znane s
z tego, ze we wnetrzu ich komorek wystepuja symbiotyczne
lub pasozytnicze bakterie. Badacze po odlowieniu
stosownej liczby bruzdnic rozpoczeli sekwencjonowanie
zawartego w ich wnetrzach materiatu genetycznego.
Oprécz sekwencji odpowiadajacej gospodarzowi we
wnetrzu bruzdnicy odkryto (zgodnie z oczekiwaniami)
genom symbiotycznej sinicy oraz dwa genomy, zapewne
pasozytniczych, bakterii. A takze jedna tajemniczg kolista
czasteczke DNA o nieznanej funkcji.

Dalsze badania wskazuja, ze nowa czasteczka z duzym
prawdopodobienstwem jest materialem genetycznym
nieznanego dotad organizmu, ktory zakwalifikowano
do archeonéw. Archeony to odrebna od bakterii
grupa prokariontéw. Sa one o tyle istotne, ze choé
sa najbardziej prymitywnymi komérkami na Ziemi,
z nich rozwineta si¢ linia komérek wiodaca do
organizmow wyzszych. I wiruséw. Nazwa rodzajowa
»Sukunaarcheum” odwoluje sie do Sukunabikony,
matego skrzydlatego bostwa z japonskiej mitologii
shinto, o ktérym bog Takamimusubi méwi: ,,Liczba
dzieci, ktoére sptodzitem, wynosi tysiac i pieéset.
Wsraéd nich bylo jedno dziecko wyjatkowo niesforne
i niepostuszne. Przemkneto mi sie kiedy$ miedzy
palcami i spadlo”. (cytat z Wikipedii). Mirabile to



ycudowny” czy ,,zdumiewajacy”, co odnosi sie nie
tylko do tego, jak zostal odkryty, ale takze do jego
niezwyktych cech.

To pierwszy (potencjalny) organizm, ktérego

genom ulegl ekstremalnej redukeji. DNA sktada

sie z 248 tysiecy par zasad, zawiera 189 genéw (dla
poréwnania najbardziej znana biologom bakteria
Escherichia coli ma genom wielko$ci okoto 4,6 miliona
par zasad i okolo 4300 genéw). Nie o jego rozmiar
jednak chodzi (istnieje bakteria o mniejszym genomie),
ale raczej o to, co koduje. Naukowcy znalezli tam

geny zwiazane jedynie z powielaniem i odczytywaniem
informacji genetycznej. Sukunaarcheum moze powielaé
swOj DNA, ale wszystkie inne funkcje zyciowe zapewnia
mu komorka bruzdnicy. A to juz blisko jeszcze bardziej
ekstremalnej formy wykorzystania komoérki gospodarza,
ktoéra stosuja wirusy.

Istnieje wiele hipotez, skad wziety sie wirusy na

Ziemi. Z najwazniejszych pierwsza, hipoteza ucieczki,
moéwi o tym, ze wirusy powstaly z ruchomych
fragmentow genomow, ktore ,,uciekty” z komérek.
Druga, hipoteza koewolucji, glosi, ze wirusy istniaty,
zanim powstaly komorki, a nastepnie ewoluowalty
wspélnie z nimi. Trzecia, hipoteza regresywna, glosi, ze

at Otwarty 6°: 1, 2, 3, ..., 5607249

wirusy powstaly na drodze stopniowego upraszczania
zywych komorek, ktére staly sie skrajnymi pasozytami
wewnatrzkomérkowymi. Odkrycie Candidatus
Sukunaarchaeum mirabile wspiera trzecia hipoteze.

Byé moze jest on (ono?) ,zywa” skamieling, etapem
posrednim miedzy pasozytem wewnatrzkomérkowym
zachowujacym choc¢by czesciowo cechy odrebnego
organizmu a wirusem, ktérego jedynym ,celem” jest
powielanie sie z wykorzystaniem caltej maszynerii
komérkowej gospodarza. Istnieje takze mozliwosé,

ze wszystkie hipotezy o pochodzeniu wiruséw sg
prawdziwe, ze w historii $wiata wirusy powstawaly kilka
razy, dochodzac do celu réoznymi drogami. Niektére sa
potomkami czasteczek, ktore wyrwaly sie na wolnos¢,

a inne zredukowanymi zywymi komérkami, ktore
poniekad staly sie ponownie powielanymi przez komorki
czasteczkami chemicznymi. A moze sa odrebna forma
istnienia Zycia/niezycia na Ziemi? Zajecie stanowiska
pozostawiam Czytelnikowi, niezmiennie trwajac

w zdumieniu, ze takie jest zycie. Oraz cala reszta.

Ryo Harada, Yuki Nishimura, Mami Nomura, Akinori Yabuki, Kogiku
Shiba, Kazuo Inaba, Yuji Inagaki, Takuro Nakayama, A cellular
entity retatning only its replicative core: Hidden archaeal lineage
with an ultra-reduced genome, bioRxiv (2025): 2025-05

Marta FIKUS-KRYNSKA

Barttomiej PAWLIK

Politechnika Sl@ska

Wsréd absurdalnie duzych liczb jedna z najbardziej znanych jest googol, ktérym
w zapisie dziesietnym jest jedynka ze stoma zerami — 10'°°. Chcac zmieécié
googola w jednej linijce kartki A4 w orientacji pionowej, musielibyémy uzy¢
bardzo drobnego pisma. W kolumnie Delty wygladatoby to tak:

10000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000.«

A co, gdybyémy chcieli zapisa¢ wszystkie liczby catkowite od 1 do googola?
Ile miejsca potrzebowalibysmy, aby wykonaé to zadanie? Cala kartke? Dwie?
Arkusz papieru? A moze wszystkie kartki na $wiecie? Okazuje sie, ze to
przedsiewziecie skazane jest na porazke, bo w obserwowalnym Wszech$wiecie

Liczba atoméw w obserwowalnym
‘Wszechswiecie jest szacowana na okotlo
10%° — o dwadziescia rzgdéw wielkosci
mniej niz googol.

jest za malo materii, aby mu sprostac.

Pomijajac te drobna niedogodno$¢ przestrzenna, zastanéwmy sie, ile czasu
potrzebowaliby$Smy na zapisanie tych wszystkich liczb? Oczywiscie mozna to

wyliczy¢, ale cze$ciowa (i bardzo satysfakcjonujaca) odpowiedz daje projekt

Romana Opalki.

Przywodzi to na my$l btahe skojarzenie
z pewnym francuskim matematykiem,
ktéry urodzil si¢ niewiele ponad sto lat
temu w Polsce.

Polski malarz, ktory urodzit sie prawie sto lat temu we Francji, jest autorem
projektu artystycznego OPALKA 1965/1 — co. Artysta zapisywal na plétnie
kolejne liczby catkowite, poczawszy od 1. Rozmiar ptétna, 196 x 135 cm, pozwolil

Opalce zapisa¢ na pierwszym obrazie wszystkie liczby catkowite od 1 az do
35327 — tak powstalt DETAL 1-35 327. Kolejne dzieto z cyklu to DETAL
35 328-57052, i poczawszy od tych dwbch, przez nastepne kilkadziesiat lat
artysta tworzyl obrazy zawierajace kolejne liczby.

Opalka przyjal, ze swoistymi progami makroprogresji
w tym projekcie beda elementy ciagu

1, 22, 333, 4444, 55555, 666666, 7777777

Pierwsze cztery progi zostaly osiagniete juz
w pierwszym obrazie, a piaty — w drugim. Na dotarcie
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do szdstego progu artysta musial czeka¢ 7 lat. Doszedt
wtedy do wniosku, ze kolejny prég — 7777777 —
osiggnie po trzech dekadach. Tak si¢ jednak nie stato.
Projekt byl przez Opalke rozwijany do jego $mierci,

w 2011 roku, i ostatnia zapisana przez niego liczba jest
5607 249 znajdujaca sie na nieukonczonym 508. Detalu.


https://www.biorxiv.org/content/10.1101/2025.05.02.651781v1.abstract
https://www.biorxiv.org/content/10.1101/2025.05.02.651781v1.abstract
https://www.biorxiv.org/content/10.1101/2025.05.02.651781v1.abstract

ktualnosci (nie tylko) fizyczne

O modelu ACDM pisat Szymon
Charzynski w Agg

Nazwa ACDM pochodzi od sktadnikéw
Wszechdwiata. A to oznaczenie statej
kosmologicznej (ciemnej energii), a CDM
to skrét od ,,Cold Dark Matter” — Zimna
Ciemna Materia.

O rozbiezno$ciach pomiedzy réznymi
metodami wyznaczania stalej Hubble’a
pisat Krzysztof Turzynski w A}é.

Warto zaznaczyé¢, ze mimo prostoty
zalozenia Timescapes prowadzg do
znacznie trudniejszych obliczen niz
w przypadku ACDM.

W klasycznej kosmologii fotony tez sa
przesuniete do czerwieni w wyniku
rozszerzania si¢ przestrzeni — dlatego na
przyklad spada temperatura
Mikrofalowego Promieniowania Tla.
Timescapes zaklada dodatkowe
przesuniegcie, wynikajace z opisanej
dystrybucji materii.

»Tylko troche dokladniejsze” oznacza

w tym wypadku ok. 20, gdzie o to miara
tego, z jak duzym bledem statystycznym
mamy do czynienia. Standardem w fizyce
jest ogtaszanie odkryé naukowych przy
wartosci 5o. Timescapes osigga je tylko
dla bardzo bliskich supernowych.

Timescapes — struktura Wszechswiata a ciemna energia

Czy kosmologia stoi wlasnie w obliczu przetomu? Czy ciemna energia jest tylko
iluzja? Czy jeden z filar6w wspolczesnej fizyki chwieje sie w posadach? Tego typu
pytania mogli zadawaé sobie mitosnicy naukowych sensacji na przetomie ubiegtego
roku, czytajac nagléwki w mediach popularnonaukowych. Czy naprawde jest si¢ czym
ekscytowac? I o co wladciwie chodzi? Ponizej krotko wyjasniamy, co tak naprawde sig
wydarzyto.

Na poczatek warto przypomnieé, ze obecnie obowigzujacym modelem kosmologicznym
jest model ACDM. Wychodzi on od faktu, ze dynamike rozszerzania sig
Wszechswiata wyznaczaja jego sktadniki, w tym przede wszystkim: widzialna materia
(~5%), ciemna materia (~ 27%) i ciemna energia (~ 68%). Nastepnie zaktada ich ogélne
wlasnodci i (co wazne) stala gesto$é w przestrzeni. Innymi stowy, rozwaza sie tylko
usredniong gestosé poszczegdlnych sktadnikéw i pomija wszelkie fluktuacje gestosci
materii, takie jak supergromady galaktyk czy puste przestrzenie pomiedzy nimi. To
pozwala dos¢ prosto opisa¢ tempo rozszerzania sie Wszechswiata.

Cho¢ teoria ACDM jest obecnie do$¢ mocno ugruntowana w $rodowisku kosmologéw

i astrofizykéw, to caly czas podejmowane sg préby znalezienia alternatywy — szczegdblnie
takiej, ktéra nie potrzebowalaby istnienia ciemnej materii lub ciemnej energii. Istnienie
tych ostatnich postuluje sie wlasnie po to, zeby pogodzi¢ modele z obserwacjami, ale
ciemna materia i ciemna energia jak dotad umykaja naszym prébom ich bezposredniej
detekcji. Innym powodem szukania alternatywnych modeli sa pewne problemy

z przewidywaniami samego ACDM, z ktérych najbardziej istotna jest rozbieznosé

w pomiarach stalej Hubble’a. Stata ta mierzona za pomoca $wiec standardowych daje
inny wynik, niz gdy wyznacza sie ja przez analize Mikrofalowego Promieniowania Tta.

Wymienione problemy, nad ktérymi pracowano przez lata, pozwolily stworzy¢ peleton
potencjalnych kandydatéw na nowa podstawowa teorie kosmologii. Na czolo tego
peletonu wysunela sie hipoteza Timescapes. Jej zalozeniem jest — przeciwnie do
ACDM — uwzglednienie lokalnych niejednorodnosci materii. Dzieli ona Wszechswiat
na dwa obszary: pustki i rozdzielajace je Sciany materii, odwzorowujac w ten sposéb
obserwowang strukture Wszechswiata. Poniewaz pustki zawieraja znacznie mniej
materii, wigc zgodnie z ogblna teoria wzglednosci czas ptynie w nich szybciej niz

w gestszych regionach. To oznacza, ze rozszerzaja sie szybciej niz obszary, w ktérych
znajduja sie galaktyki.

Kluczowa w modelu Timescapes jest obserwacja, ze Swiatto z odlegtych galaktyk,
zanim do nas dotrze, musi przeby¢ wiele obszaréw pustki, gdzie — w zwiazku

z szybszym rozszerzaniem si¢ przestrzeni — odczuwa wydtuzenie fali. W efekcie
obserwujemy je jako bardziej przesuniete ku czerwieni, i tworzy to ztudzenie, jak
gdyby odlegte galaktyki sie od nas oddalaly szybciej niz w rzeczywistosci. W skrécie
Timescapes sugeruje, ze to struktura Wszechéwiata, a nie ciemna energia, powoduje
pozorne przyspieszanie ekspansji.

Paliwem dla zwolennikéw tej teorii okazat sie jednak najnowszy wynik z grudnia

2024 roku, w ktérym dokonano analizy duzego zbioru Pantheon+ zawierajacego
obserwacje supernowych typu la. Wyniki analizy wskazuja, ze Timescapes radzi sobie
w ich przewidywaniach lepiej niz ACDM.

Czy to jednak rzeczywiscie moze oznaczaé przewrdt we wspdlczesnej kosmologii?
Niekoniecznie. Po pierwsze model dziata zdecydowanie lepiej dla bliskich supernowych.
Na wigkszych odlegtoéciach, gdzie ACDM powinien dziataé lepiej (biorac pod uwage
zalozenie o jednorodnosci Wszech§wiata), Timescapes okazuje si¢ tylko troche
dokladniejsze.

Przede wszystkim jednak ACDM jest duzo bardziej ugruntowana teoria, a potwierdzaja
ja nie tylko obserwacje supernowych. Potrafi ona wyjaéni¢ istnienie Barionowych
Oscylacji Akustycznych czy opisaé proces tworzenia si¢ wielkoskalowych struktur
Wszech$wiata. Aby osiggnaé peten sukces, hipoteza Timescapes powinna zmierzy¢ sie
réwniez z tymi zjawiskami, a takze zaproponowaé¢ wtasne przewidywania — na przyktad
tam, gdzie ACDM radzi sobie stabo.

Krytycy Timescapes twierdza, ze przewidywane przez teori¢ efekty sg zbyt male, aby
mogly wytlumaczy¢ obserwowane zjawiska bez odwotywania si¢ do ciemnej energii.
Nie zmienia to jednak faktu, ze warto obserwowaé postepy przedstawionych prac.
Kosmologia wciaz stawia wiele pytan, na ktére brakuje odpowiedzi.

Wiktor MATYSZKIEWICZ
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https://www.deltami.edu.pl/2023/02/modele-wszechswiata-dla-poczatkujacych-czesc-2-upraszczamy-ile-sie-da/
https://www.deltami.edu.pl/media/articles/2019/11/delta-2019-11-aktualnosci-jak-szybko-rozszerza-sie-wszechswiat.pdf
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XXVIII Dolnoslaski
Festiwal Nauki —
,Nauka jest chrobra”

Tegoroczna, XXVIII edycja
Dolnoslaskiego Festiwalu Nauki odbywa
si¢ pod hastem ,,Nauka jest chrobra”,
ktére nawigzuje do 1000-lecia koronacji
Bolestawa Chrobrego — pierwszego kréla
Polski — i symbolicznie laczy odwage
wladcy z odwaga poznawcza, jakiej
wymaga podejmowanie wyzwan
naukowych we wspdlczesnym Swiecie.
Haslo to stanowi réwniez wyraz dumy

z lokalnego dziedzictwa Dolnego Slaska
i znaczenia nauki jako czynnika rozwoju
spotecznego.

Edycja wroclawska (13-21 wrze$nia
2025) zainauguruje Festiwal serig
wydarzen na terenie najwigkszych
wroclawskich uczelni. Szczegélnym
akcentem bedzie Miasteczko Naukowe —
wielki popularnonaukowy piknik
edukacyjny, ktéry po raz pierwszy
odbedzie si¢ na terenie Papieskiego
Wydziatu Teologicznego we Wroctawiu.
Stoiska, eksperymenty, pokazy, warsztaty
i atrakcje dla calych rodzin pokaza nauke
w dziataniu i w dostepnej formie.

Edycja regionalna (25 wrzesnia—

31 pazdziernika 2025) obejmie ponad

10 miast Dolnego Slacska — od Legnicy
przez Glogéw, Jelenig Gére i Zgorzelec
po Ktlodzko i Zgbkowice Slqskie. Lokalne
oérodki akademickie i instytucje kultury
zaproszg do wspélnego odkrywania nauki
w kontekscie regionalnym.

W ramach calego Festiwalu zaplanowano
ponad 1800 bezpltatnych wydarzen:
wykltadéw, pokazéw, debat, warsztatéw,
spaceréw naukowych i spotkan

z naukowcami. To najwicksze Swigto
nauki na Dolnym Sl@sku, otwarte dla
wszystkich — od przedszkolakéw

po senioréw.

Jak zaokraglaé¢ liczby?
Wojciech PRZYBYSZEWSKI*

Czeéé Czytelnikéw po przeczytaniu tytutu tego artykutu pomyslata z pewnoscia,
ze to jakis zart. W zaokraglaniu liczb nie ma zadnej filozofii — jesli chce
zaokragli¢ liczbe do k miejsc po przecinku, to patrze na cyfre na pozycji

(k 4+ 1)-szej i jesli jest ona mniejsza niz 5, to ucinam wszystkie cyfry za pozycja
k-ta, a w przeciwnym przypadku dodaje 1 na pozycji k-tej, réwniez pomijajac
reszte zapisu. Od tej zasady sa wprawdzie wyjatki — lubimy zaokragla¢ w gére
rzeczy, ktére o nas dobrze swiadcza (np. Srednia ocen) albo kiedy liczymy sie

z jakims$ ryzykiem (np. bledy pomiaru). Wysylajac stolarzowi wymiary wneki na
szafe, raczej zaokraglimy je w doél, gdyz odrobine za szeroki mebel jest znacznie
bardziej problematyczny niz odrobine za waski. Niemniej jednak, kazdy wie, o co
chodzi, wiec mozemy zakonczy¢ artykul w tym miejscu.

Niestety, mimo ze wiedza o zaokraglaniu i jego konsekwencjach jest powszechna,
caly czas ta procedura prowadzi do pewnych niejasnodci.

34.6
35

31.6
32

15.6
16

12.6 | 8.6
13 9

Prawdziwe wartosci

Po zaokragleniu

Przed zaokragleniem suma wynosita 100.0, a po zaokragleniu 102.0.

,Dlaczego odpowiedzi ankietowanych dodaja si¢ w sumie do 102%?” — mozemy
uslyszeé, kiedy ktos chce podwazy¢ wyniki pewnej sondy, najczedciej sondazu
wyborczego, w ktérym jego ulubiona partia wypadta ponizej oczekiwan.

Powstaje wiec pytanie, w jaki sposob zaokragli¢ n liczb sumujacych sie do
okreslonej wartosci S tak, zeby po zaokragleniu ich suma nadal wynosita S.
Warto zauwazy¢, ze rozwiazanie tego problemu ma duzo szersze zastosowania,
w szczegoblnosci kiedy musimy rozdzieli¢ niepodzielne zasoby. Najbardziej
oczywistym przyktadem takiej sytuacji sa wybory do wszelkiej masci ciat
kolegialnych (np. sejmu), kiedy nie mozemy przypisywaé startujacym tam
komitetom ulamkowych miejsc (nie mozna zostaé¢ polows posta).

Funkcje zaokraglajace

Najogélniej funkcje zaokraglajaca mozemy zdefiniowaé poprzez ciag takich
wartosci s = sq, 1, 52, -. ., ze k < s < k+ 1. Wtedy funkcja zaokraglajaca r
odpowiadajaca takiemu ciagowi s przypisuje kazdej liczbie x € R jej
zaokraglenie, to znaczy, jesli z € [k, k + 1), to

rs(z) =k jesli & < sg;
rs(z) =k+1 jesli x > sg.

PrzyjeliSmy tutaj dos¢ arbitralnie, ze w przypadku gdy x = si, zaokraglamy
do k, a nie k + 1. Nie jest to jednak nic istotnego w dalszych rozwazaniach, ale
upraszcza analize.

Szczegblnym przykladem funkeji zaokraglajacych sa funkcje stacjonarne 7
dla 0 < ¢ < 1. Funkcja stacjonarna r, definiowana jest przez ciag s, =k + ¢
dla kazdego k. Zauwazmy, ze funkcja rg to zwykle zaokraglanie w gore, r1 to
zaokraglanie w dot, a ry /o to wspomniane na poczatku artykutu zaokraglanie do
najblizszej liczby catkowitej.

Metody mnoznikowe

Nasz oryginalny problem dotyczacy zaokraglania sondazowych wynikéw
najlatwiej analizowaé, zakladajac, ze mamy dane n nieujemnych liczb
T1,%2,...,Ty sumujacych sie do 1 oraz pewna liczbe S. Naszym celem jest
znalezienie takich n liczb catkowitych yi,y2,...,Yn, 2e y1 +y2 + ... +yp =S5
oraz y; jest w jakim$ sensie zaokragleniem z; - S.

Ogodlnie taki problem mozna rozwiazywaé przy uzyciu metod mnoznikowych. Dla
dowolnej funkcji zaokraglajacej r, ciagu nieujemnych liczb = = (z1, 22, ..., 2,)
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Rozwigzania zagadek z artykutu
Piericienie Boromeuszy a wieszanie

obrazkéw (s.

1. Najprostsze rozwiazanie gléwnej
zagadki to pierScienie Boromeuszy,
ponizej w wersji klasycznej oraz
tréjkatnej (valknut).

Zrédlo: Wikimedia Commons

2. (Zarys) Petle A i C nie sa splecione,
wigc nasz splot mozemy przeksztalci¢ do
ponizszego (od lewej: A, B, C). Teraz na C
rozpinamy ptaski dysk — jest on rozlaczny
z A, ale przecina B w dwéch miejscach.
By usungé przecigcia, wycinamy w dysku
dwa okragle otwory. Wreszcie otwory te
zalepiamy, wklejajac ,rurke” od jednego
do drugiego z nich. To juz mozna zrobié
bez kolizji, prowadzac te¢ rurke wzdiuz
petli B niczym oplot kabla.

Zrédlo: Wikimedia Commons

3. Powierzchni¢ te¢ konstruujemy jak

w zagadce 2: na F rozpinamy dysk,
wycinamy dwa otwory i wklejamy rurke.
Jedyna réznica jest taka, ze teraz jeden
koniec rurki jest doprowadzony ,od géry”,
a drugi ,,od dolu”, wigc zewnetrzna
powierzchnia rurki taczy gérna i dolng
czes¢ dysku. W efekcie otrzymujemy
powierzchni¢ jednostronna, a wiec
nieorientowalna. Istnienie takiej
powierzchni moze zaskakiwaé, ale réwniez
jest wyjasniane przez twierdzenie
Hurewicza, tym razem ze
wspo6lczynnikami w Zs.

4. Przykladowe rozwiazanie widacé nizej.
Powierzchnig tego typu (zwarta, spéjna,
zorientowang, o z géry zadanym brzegu)
nazywamy powierzchniq Seiferta. Mozna
podaé prosty przepis (algorytm Seiferta)
na taka powierzchni¢ w ogélnym
przypadku, ale nie zmieécilby si¢ na tym
marginesie.

Zrédlo: Accelerometer, Wikimedia
Commons, CC BY-SA 3.0

sumujacych sie do 1 oraz liczby S mozemy zdefiniowaé¢ dopuszczalne
zaokraglenia jako:

M, (z,S)
n
= {(yl, cesYn) EZ™ Zyz = S oraz istnieje v > 0 spelniajace y; = r(z; - V)}
i=1
Innymi stowy, skalujemy wszystkie liczby x1, ..., x, z pewna stala (mnoznikiem)

v > 0, zaokraglamy je zgodnie z regula r, a uzyskany wynik uznajemy za dobry,
jesli suma zaokraglenn wynosi S.

Latwo wykaza¢, ze dla dowolnych 74,2, S zbiér M, (x,S) ma co najwyzej
jeden element, ale w niektérych przypadkach moze by¢ pusty. Na przyklad
przy zaokraglaniu w dét r; i danych xy = 1/3, 29 = 2/3 oraz S = 2, biorac
v < 3, bedziemy mieli 1 (1/3-v) +r1(2/3-v) <1, a dla v > 3 zachodzi
r1(1/3-v)+r1(2/3-v) > 3.

Metody mnoznikowe sa dos¢ popularne w zastosowaniach praktycznych. Na
przyktad metoda d’Hondta, stosowana w wyborach do polskiego sejmu, jest
metoda mnoznikows korzystajaca z zaokraglenn w dé6t (czyli r1). Dla przykladu
przeanalizujmy wyniki w ostatnich wyborach do sejmu, w 2023 roku, w okregu
numer 19 (obejmujacym miasto Warszawe). Mozna bylo tam glosowaé na

7 komitetéw wyborczych, z ktérych 5 przekroczylo prég wyborezy i brato
udzial w podziale 20 mandatéw. Komitety te otrzymaly (w kolejnodci malejacej)
741286, 345380, 230648, 227127 i 124220 gloséw. Dzielac te liczby przez sume
wszystkich gtosow oddanych na komitety, ktore przekroczyly prog wyborczy
(czyli 1668661), otrzymujemy = = (0.444,0.207,0.138,0.136,0.074). Aby obliczy¢
podzial mandatéw, musimy znalezé M, (x,20). Czytelnik zechce sprawdzié, ze
w tym celu mozna wzia¢ dowolna warto$¢ v z przedziatu (z dokladnoscia do
nomen omen zaokraglenia) (22.04,22.51), i kazda z nich da ten sam podzial
mandatéw. Dla przykltadu, biorac v = 22.3 i skalujac przez nie wektor z,
otrzymamy (9.91,4.62,3.08,3.04,1.66), a po zaokragleniu tych liczb w dé?
dostajemy podzial mandatéw (9,4, 3,3,1). Czytelnik Wnikliwy zechce sprawdzié,
ze te wyliczenia pokrywaja sie z oficjalnymi wynikami wyboréw podanymi na
stronie Panstwowej Komisji Wyborcze;j.

Problem znalezienia odpowiedniego mnoznika v nie wydaje sie zbyt
skomplikowany dla konkretnych danych wej$ciowych. Przy za malym v wartosci
r(x; - v) beda sumowaé si¢ do wartosci mniejszej niz S, a przy v za duzym — do
wartosci wigkszej niz S. W zwiazku z tym mozemy nasze v eksperymentalnie
zwieksza¢ lub zmniejszaé, az znajdziemy odpowiednia wartosc.

Sytuacja komplikuje sie, kiedy nie znamy dokladnych wartosci x1,...,x,. Jest to
typowy problem z przeliczaniem wynikéw sondazowych na faktyczny podziat
mandatéw w polskim sejmie. Zauwazmy, ze publikowane sondaze pokazuja
szacunkowe poparcie komitetéw wyborczych w skali calego kraju, ale podziat
mandatéw odbywa sie w poszczegdlnych okregach wyborczych, rézniacych sie
ilodcia przydzielanych mandatéw, a nierzadko takze preferencjami wyborcéw,
mogacymi znaczaco odbiega¢ od ogdlnokrajowej sredniej. Jak w takim razie
przeliczy¢ wyniki sondazowe na faktyczny podzial mandatow? W tym celu
musimy siegnaé po aparat rachunku prawdopodobienistwa.

Losowe wartosci

Niech X = (X3, Xs,...,X,) bedzie wektorem losowym o rozkladzie
jednostajnym na zbiorze S,—1 = {(z1,...,2,) € Ry : .1 | #1 = 1} nazywanym
(n—1)-wymiarowym sympleksem. Na przyktad dla n = 3 wektor (X7, Xa, X3) to
punkt losowo (jednostajnie) wybrany z tréjkata o wierzchotkach (0,0, 1), (0,1,0)
i (1,0,0). Poniewaz liczby X1, ..., X,, sumuja sie do 1, wiec mozemy je
interpretowaé jako proporcje gtoséw oddanych na poszczegdlne komitety
wyborcze w danym okregu. Dla danej wartosci v zdefiniujmy
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3 czyli sume n losowych liczb X1, ...
1 zgodnie z regula r. Wykazemy, ze jesli reguta zaokraglania r dana jest przez ciag

AN 50,81, -., tO

, X, przeskalowanych przez v i zaokraglonych

n—1

ET,(v) = nzk: (1-2)" .
=0

N AN gdzie k jest najwiekszym indeksem, dla ktérego si < v.

| = Dowdd. Niech Ny = r(vX1). Z liniowosci wartosci oczekiwanej mamy
1 AN ET,(v) = nE N;. Dla danej liczby catkowitej j < k zachodzi Ny > j wtedy
- i tylko wtedy, gdy X1 > s;/v. Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, ze

Zald P(Ny > j) =P(X; > s;/v) = (1 —sj/v)""!, co w szczegblnosci daje nam

k k .
ETn(y)anlenZP(Nl>j)=nz<1—ﬁ) . O

, - v
J=0 Jj=0

Nietrudno zauwazy¢, ze funkcja f(v) =n Z?:o (1—s; /1/)“71 jest funkcjg ciggla
na przedziale (0,00) i rosnaca wzgledem v, a wiec dla ustalonych S i n istnieje
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zachodzi

jedyne takie v, ze ET, (v) = S.
Jasne jest, ze dla kazdej stacjonarnej funkcji zaokraglajacej r, zachodzi
vX; —q<rq(vX;) <vX;+1—q. Sumujac te nieréwnoéci, dostajemy
v—nq<T,(v) <v+n(l—gq). Biorac v =5 + n(q — 1/2), dostajemy
symetryczne ograniczenia:

S—n/2<T,(S+n(g—1/2)) < S+n/2.
Niezbyt skomplikowana, ale dos¢ dtuga analiza pokazuje, ze dla dowolnego v

ETn(V) = V_n(q_ 1/2) +O(]‘/V)v

wiec dla vg = S + n(g — 1/2) mamy

ET,(vs) = S+ O(1/5),

co oznacza, ze dla duzych wartosci S warto$é oczekiwana T, (vg) jest
bliska S. Daje nam to intuicje, ze uzywanie vg jako mnoznika daje nam dobre
przyblizenie podzialu mandatéw.

Sondaze (nie) kltamia

Wréémy wiec do postawionego chwile temu pytania:
Jak przeliczy¢ ogdlnokrajowe wyniki sondazowe na
faktyczny podzial mandatéw? Nie znamy dokladnych
wartoéci poparcia kazdej partii w kazdym okregu,

a tylko liczbe okregéw (w Polsce w wyborach do sejmu
jest ich o = 41), liczbe wszystkich mandatéw (do sejmu
wybieramy M = 460 postéw) oraz liczbe komitetéw,
ktére przekroczyly prég wyborczy (w ostatnich
wyborach bylo to n =5). W kazdym z o okregéw
wybieramy $rednio S = M /o postéw, wiec przyjmujac
mnoznik vg = S + n(q — 1/2), partia, ktéra uzyskala
pi-ta czesé waznych gloséw w skali kraju, powinna
otrzymaé w kazdym okregu mniej wiecej r1 (p; - vs)
mandatéow. Jedli przyjmiemy, ze $rednia wartosé czesci
utamkowej p; - vs to 1/2 (bo pochodzi ona z odcinka
(0,1)), to tyle érednio bedziemy ,tracili” na zaokraglaniu
w dét. W zwiazku z tym otrzymujemy, Ze i-ta partia
otrzyma
(pi-(S+1/2-n)—1/2)-0=p;- (M +1/2-n-0)—0/2
mandatéw w skali kraju. Mozemy ten wzor interpretowac
w ten sposéb, ze kazda partia dostaje p; M mandatéw,
a nastepnie oddaje 0/2 mandatéw do puli, ktéra znowu
zostaje podzielona. Jedli prég wyborczy przekroczyto

n komitetéw, to w dodatkowej puli mamy 1/2-n-o
mandatow, z ktorych otrzymujemy p;-ta czesc.
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Aby wyprowadzi¢ powyzszy wzér, musieliSmy przyjacé
do$¢ duzo zalozen i uproszczen. Okazuje sie jednak,
ze w praktyce sprawdza sie dos¢ dobrze, co mozna
zobaczy¢ na przykladzie ostatnich wyboréow do sejmu
w Polsce.

Czesé
Komitet | Glosy | gloséw |Przewidywane | Faktyczne
waznych
PiS 7640854 | 0.3676 186.26 194
KO 6629402 | 0.3189 158.89 157
TD 3110670 | 0.1496 63.67 65
NL 1859018 | 0.0894 29.80 26
Konf 1547364 | 0.0744 21.37 18

Dodajmy, ze wzoér ten zostal przedstawiony w pracy [2],
a jego matematyczna stusznosé przy pewnych
zalozeniach na temat systemu wyborczego zostala
udowodniona w pracy [1]. Analizujac ten wzdr, mozemy
tez zobaczy¢, na czym polega faworyzowanie wickszych
partii w systemie wyborczym stosowanym w Polsce.

Na koniec warto doda¢, ze metoda d’Hondta jest
stosowana w Polsce takze do wyboréw do sejmikéw
wojewddztw, rad powiatow i wiekszych rad gmin.
Zachecam Czytelnikéw do sprawdzenia w swojej
Matej Ojczyznie, na ile faktyczny podzial mandatéw
w tych organach samorzadowych pokrywa sie z tymi
przewidywanymi przez podany wyzej wzor.
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Klub 44 F Redaguje Elibieta ZAWISTOWSKA

Rozwigzania zadain z numeru 4/2025
Przypominamy tresé¢ zadan:

796. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 klucz zamknieto do polozenia 1, a po ustaleniu
sie pradéw bardzo szybko przelaczono go do pozycji 2. Przyjmujac, ze cewki L i L2 sa idealne,
wyznaczy¢ iloé¢ ciepla, jaka wydzieli si¢ na oporniku R po przetgczeniu. Silta elektromotoryczna
zrédla wynosi €, jego opor wewnetrzny r.

797. W $rodku dna prostopadlodciennej barki o dtugosci a = 80 m, szerokosci b = 10 m i wysokosci
¢ =5 m powstal otwér o érednicy d = 1 cm. Ocenié czas, po ktérym barka zatonie, jesli nie bedzie
Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F odpompowywana z niej woda. Barka jest otwarta z goéry, nie ma zadnego tadunku, poczatkowa
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan wysokos¢ burty nad poziomem wody wynosi h = 3,75 m.
790 (WT = 2,32), 791 (WT = 2,92)
z numeru 1/2025 . . . . L.
Jacek Konieczny Poznat 4111 T796. Przed przelgczeniem klucza przez cewki Ly 1 Lo plynie prad o natezeniu

Jan Zambrzycki Bialystok 4-33,80 | = £/r. Poniewaz cewki sa idealne, napigcie na oporniku R, a tym samym

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 3-29,48 . . , .
natezenie pradu plynacego przez ten opornik, sa réwne zeru. Natychmiastowe
przelaczenie klucza z polozenia 1 do polozenia 2 oznacza, ze w trakcie

L : przelaczania natezenie pradu w cewkach praktycznie nie zmienia sie. Uklad
w polozeniu 2 przedstawiony jest na rysunku 2. Wielkosci poczatkowe wynosza:
b e L0)=10)=I=&/r; I3(0)=0.
T 7Z prawa Kirchhoffa dla konturu abed w dowolnej chwili czasu mamy:
R LydI,/dt =0, stad I; = const.
Poniewaz Iy = Is 4 I3, zachodzi zwiazek:
TS

dl,/dt = dIy/dt + dI3/dt, stad dIy = —dIs.
Na oporniku R wydziela sie cieplo, co powoduje zanikanie pradu s, a jego
zmniejszenie jest réwne przyrostowi pradu I3. Po ustaleniu si¢ pradéw mamy:
I (00) = I3 (00) = E/r, Iz (00) = 0.
1 2 s Zgodnie z zasada zachowania energii, energia pola magnetycznego cewki Lo
wydzieli sie w postaci ciepla @) na oporniku R:
Q = L21,%(0)/2 = L&/ (2r?).

Rys. 1

t 797. Warunek plywania barki, w ktorej nie ma wody, ma postac:
L n (1) mg = pgab(c — h),
| gdzie m jest masa barki, a p gestoscia wody. Zalézmy, ze barka zanurzyla sie
Ib @ Iy d tak, ze wysoko$¢ jej burty nad powierzchnia wody jest rowna hi, a grubo$é
Rys. 2 warstwy wody wewnatrz barki wynosi [ (rys. 3). Warunek plywania przyjmuje
teraz postac:

& (2) mg + pgabl = pgab(c — hq).
c Tc—hrl Z réwnan (1)) i (2) otrzymujemy:

(3) c—hi—l=c—h,
co oznacza, ze réznica pozioméw wody w dowolnej chwili (dopdki barka nie
zatonie) jest stala i réwna réznicy wysokosci barki i wysokosci burty nad woda
Rys. 3 w nieprzeciekajacej barce. Zatem woda dostaje sie do barki ze stata predkoscia.
Wyznaczymy ja, korzystajac z réwnania Bernoulliego.

Tl

Przyjmiemy, Ze energia potencjalna na poziomie wody na zewnatrz barki
wynosi 0. Dla rurki pradu, ktéra zaczyna sie na poziomie wody na zewnatrz
barki i koniczy na poziomie wody wewnatrz barki nad otworem, mozemy napisac:
(4) po =po — pg (¢ —hy — 1) + pv?/2,
gdzie pg jest ciSnieniem atmosferycznym, v predkosciag wody wciekajacej do
otworu. W réwnaniu (3) uwzgledniliémy fakt, ze powierzchnia wody wewnatrz
barki jest duzo wieksza od powierzchni otworu. Dlatego predkos¢ podnoszenia
sie wody w barce jest duzo mniejsza od v i mozna jg zaniedbaé. Z réwnan (3))
i (4) otrzymujemy: v = y/2g(c — h).
Barka zatonie, gdy krawedz burty zréwna sie z powierzchnia wody na zewnatrz,
czyli poziom wody nad podtoga osiagnie wartos¢ h, a objetos¢ wody w barce
V = abh = SvAt, gdzie S = nd? /4.

Szukany czas:

At = 4abh/ (7rd2 2g (c — h)) ~ 3 miesiace.
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Klub 44 M

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadain z numeru 4/2025

1-44

Przypominamy tresé¢ zadan:

899. Niech g: Z2 - R bedzie dowolng funkcja (Z2 jest zbiorem punktéw kratowych, czyli

uporzadkowanych par liczb calkowitych). Okreslamy odleglto$é punktéw P, Q € 72, P = (z,y),
Q = (u,v) wzorem d(P, Q) = max(|z — u|, |y — v|). Dowie§é, ze istnieje nieskoniczenie wiele
piecioelementowych zbioréw takich punktéw kratowych (Po, P1, P2, Ps, Py), ze (dla i =1,2,3,4):

d(Po, P;) =1, g(Po) < g(FP;).

900. Wielomiany fi, f2, f3, f4 jednej zmiennej, o wspélczynnikach rzeczywistych, spelniaja warunki:

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
893 (WT = 3,25) i 894 (WT = 1,35)
z numeru 1/2025

Andrzej Kurach Ryjewo 47,81
Janusz Olszewski Warszawa 45,27
Krzysztof Zygan Lubin 44,74
Michal Warmuz Zywiec 41,39

Marcin Kasperski
Marek Spychata

Piotr Wisniewski
Grzegorz Wigczkowski
Andrzej Daniluk
Krzysztof Kaminski

Warszawa 40,49
Warszawa 39,84
Warszawa 38,24

37,93
Warszawa 37,89

czterech sgsiadow.
Pabianice 35,71

Marian Lupiezowiec Gliwice 35,53
Krzysztof Maziarz Londyn 34,67
Jerzy Cisto Wroctaw 33,16

I znéw: na linii mety — dobrze znane
nazwiska: pan Andrzej Kurach po raz
czwarty; pan Janusz Olszewski po raz
dwudziesty piaty; pan Krzysztof Zygan
po raz drugi. Czekamy na kolejne
okrazenia!

wymagana wlasnoscé.

f1(@) < fa(z) < f3(x) < fa(w)
fa(z) < fa(z) < fr(2) < f3(w)
Wykazaé, ze f1 = fo = f3 = fa.

dla z € [0, 1],
dla z € [—1,0].

899. O punktach P, @ z odlegloscia d(P, Q) = 1 bedziemy mdéwili, ze sasiaduja.

WeZmy dowolny kwadrat zlozony z 16 punktéw kratowych (po cztery w czterech
rzadkach). Odetnijmy punkty narozne. Zostaje uktad K zlozony z 12 punktéw

(kolejno w rzadkach: 2,4,4,2). W tym ukladzie kazdy punkt ma co najmniej

Bierzemy jako Py ten punkt zbioru K, w ktérym funkcja g przyjmuje
najmniejsza wartoé¢. Niech P;, Py, P3, P4 beda punktami zbioru K, sasiadujacymi
z Py (gdy jest ich wiecej, wybieramy cztery dowolne). Piatka Py, Py, P, P3, P, ma

Na ptlaszczyznie kratowej mozemy umieéci¢ nieskonczenie wiele kopii zbioru K
i w kazdym z nich znalezé¢ piatke punktéw, o jaka chodzi.

900. Oznaczenia przedzialéw: I = [0,1], J = [—1,0]. Dowdd tezy zadania

nie wprost. Przypusémy, ze nie wszystkie cztery wielomiany sa identyczne.

7 podanych warunkow wynika, ze woéwczas zadne dwa nie sg identyczne. Zatem
nastepujace trzy wielomiany sa niezerowe:

P=fy—
fo—fi >0

<0 wlJ,

R=fs—f1

>0 wJ, 0 wJ,
, @=rf—h >0 wl, 0 wi.

VA

Jasne, ze P(0) = Q(0) = R(0) = 0. O lokalnym zachowaniu tych trzech
wielomianéw w otoczeniu zera decyduja ich skladniki w najnizszej potedze.
Uzywajac skrotu sws (= skladniki wyzszych stopni) mozemy napisaé:

P(z) = az® + sws,

Q(x) = ba' +sws, R(z)=cx™ +sws

(k,1,m to wykladniki owych wiodacych sktadnikéw; a, b, c — wspdlczynniki).
Wielomiany P i R zmieniaja znak przy przejsciu przez 0 i wobec tego
wyktadniki k£ i m sa nieparzyste; natomiast () ma lokalne minimum w punkcie 0,
zatem wykladnik [ jest parzysty (tak wiec k # 1 # m).

<0 wlJ,
<0
maksimum w punkcie 0, co (wobec wiedzy, ze k # 1)
oznacza, ze min{k, [} jest liczba parzysta. Stad, na mocy
wczesniejszych ustalen, k > .

Wielomian P —Q = fo — f3 ma lokalne

zmienia znak

Wiclomian Q— B= fo— £, 12 ¢
lelomian = J3 4 go

przy przejsciu przez 0, co teraz oznacza, ze min{l, m}

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez
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jest liczba nieparzysta. Stad { > m (i w konsekwencji
k> m).

>0 wlJ,

>0 wl

ma lokalne minimum w punkcie 0, co oznacza, ze
min{k, m} (czyli po prostu m) jest liczba parzysta. Ale
wcezesniej zostalo ustalone, ze m jest liczba nieparzysta.
Sprzecznosé konczy dowdd.

Wreszcie wielomian R — P = fy — fo

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje sie na stronie deltami.edu.pl.



Prosto z nieba: Ruszyto Obserwatorium Very C. Rubin

Nazewnictwo zwigzane z tym
obserwatorium jest nieco skomplikowane.
Sam teleskop nosi nazwe Simonyi Survey
Telescope na czes$é jego wspotfundatoréw
Charlesa and Lisy Simonyi. Teleskop
znajduje si¢ w Observatorium im. Very C.
Rubin, a przeglad nieba, ktory zostanie
wykonany za jego pomoca, to Legacy
Survey of Space and Time (w skrécie
LSST). Kamera cyfrowa zamontowana
przy teleskopie i rejestrujaca zdjecia to na
szczedcie tylko LSST Camera. Calosci
nazewniczego zamieszania dopelnia fakt,
ze projekt przez dlugi czas nosil nazwe
Large Synoptic Survey Telescope (co
réwniez w skrécie daje LSST).

Dla poréwnania typowe kamery cyfrowe
w smartfonach maja rozdzielczosé¢ od 12
do 108 megapixeli.

W ciggu planowanych 10 lat obserwacji
baza danych uroénie do okoto 500
petabajtéow. Spodziewamy si¢ zrobié
zdjecia okolo 20 miliardéw (!) samych
tylko galaktyk, z czego wigkszosé
obserwowana bedzie pierwszy raz.

Strona internetowa Obserwatorium Very
C. Rubin: https://rubinobservatory.org/

Moze i trwaja wakacje, ale mimo to w astronomii sporo sie dzieje.

Pod koniec maja 2025 roku ruszy! nowy teleskop umieszczony w (réwniez
nowym) Obserwatorium im. Very C. Rubin w Chile. Od tego czasu
inzynierowie i naukowcy pracowali nad jego kalibracja, a w zeszlym miesiacu
Swiat mogl podziwiaé pierwsze zdjecia Wszech$wiata wykonane tym
instrumentem.

I co tu duzo moéwié. Dech zapiera.

Nie ma si¢ zreszta czemu dziwié¢, bo Obserwatorium im. Very C. Rubin to
jeden z najwazniejszych wspdélczesnych projektéw astronomicznych. Sam
teleskop wyposazony jest w unikalny system optyczny, gléwne zwierciadto
ma az 8,4 metra srednicy. Nie jest to moze najwigksze lustro na swiecie,
ale cala jego konstrukcja zakrawa na cud technologiczny. Zwierciadto
teleskopu unosi sie na cienkiej warstwie oleju. Montaz teleskopu wyposazony
jest w magnetyczne silniki, ktore przy pelnej predkosci moga obrocié cala
300-tonowsa, konstrukcje teleskopu o 360 stopni w nieco ponad pét minuty.
Do tego teleskop posiada najwieksza kamere cyfrowa, jaka kiedykolwiek
zostata zbudowana. Ma rozdzielczo$¢ 3200 megapixeli i rozmiar malego
samochodu.

Ale to nie koniec wielkich liczb. Obserwatorium nie bedzie skupiato si¢ na
obserwacjach pojedynczych obiektow astronomicznych, tak jak to robi na
przyktad Kosmiczny Teleskop Jamesa Webba. Zamiast tego wykona zdjecia
nieba poludniowego, skanujac je cale w 3 noce i powtarzajac obserwacje przez
nastepnych 10 lat. Kazdej nocy wygenerowanych zostanie 1000 zdje¢ nieba,

o lacznej wadze okolo 20 terabajtéw. Zaobserwowane zostana miliardy nowych
gwiazd, galaktyk, supernowych, planet, asteroid, komet i innych niezliczonych
obiektow astronomicznych. Dane te prawdopodobnie zrewolucjonizuja nasza
wiedze o Wszechswiecie.

A skoro juz mowa o obserwacjach, na okladce tego numeru Delty mozecie
podziwiaé¢ przedsmak mozliwoéci Obserwatorium im. Very C. Rubin.
Zdjecie dwoch mglawic: Tréjlistnej (mniejsza) i Laguny (wieksza). Kazda
to oblok gazu i pytu oddalony o tysiace lat $§wietlnych od nas. Niebieskie
regiony sa oSwietlone rozproszonym przez pyt $wiattem mtodych, goracych
gwiazd. Ro6zowawe kolory pochodza z emisji wzbudzonych atoméw wodoru.
A ciemne wgsy to pasy pylu. We wnetrzach tych mglawic rodzg sie nowe
gwiazdy, ktére natychmiast zaczynaja przeksztalca¢ swoje otoczenie,
emitujac silne wiatry gwiazdowe i promieniowanie, ktére rozdmuchuje
otaczajacy je gaz. Ich zdjecia nie tylko zachwycaja kolorami, ale zapewniaja
naukowcom doskonale dane na temat najwczesniejszych etapow formowania sie
gwiazd.

Co ciekawe, zdjecie zamieszczone na oktadce musialo byé drastycznie
przyciete, a jego rozdzielczo$¢ obnizona, poniewaz poziom doktadnoéci
obserwacji wykonanych przez Obserwatorium Very C. Rubin jest
niemozliwy do pokazania na stronie czasopisma, a nawet na ekranie
komputera! W pelnej rozdzielczosci nie zmiesci sie na zadnym istniejacym
monitorze. Dlatego na komputerze widzimy albo pomniejszony obraz
pozbawiony szczegdtéw, albo niewielki wycinek catego obrazu. Oryginalny
obraz powstal z 678 osobnych zdje¢ wykonanych w ciagu zaledwie

7,2 godziny obserwacji i tacznie skomponowany z okolo dwoch bilionow

(2 x 10'?) pikseli danych. Zadne inne obserwatorium nie jest w stanie

tak szybko i z taka dokladnoscia uzyskaé obrazu tak rozlegltego obszaru
nieba.

Zachecamy wiec do odwiedzenia strony Obserwatorium, aby podziwiaé¢ to i inne
zdjecia w pelnej okazalosci. Najlepiej na jak najwiekszym ekranie!

Anna DURKALEC

Zaklad Astrofizyki, Departament Badan Podstawowych, Narodowe Centrum Badan Jadrowych
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https://rubinobservatory.org/

/Niebo w sierpniu

W 6smym miesiacu roku Slonce wedruje szybko na poludnie, obnizajac w trakcie
miesiaca wysokos¢ gorowania prawie o 10°. Wskutek tego czas jego przebywania

nad horyzontem skroci sie¢ w Polsce o okoto 2 godziny. Od sierpnia na teren
calego kraju wracaja noce astronomiczne, dzigki czemu mozna powrécié¢ do
obserwowania najstabszych nawet obiektéw.

W pierwszej polowie nocy wysoko na niebie wedruje gwiazdozbior Labedzia,
gdzie znajduje si¢ m.in. dtugookresowa gwiazda zmienna x Cygni. Jest to
miryda, czyli gwiazda pulsujaca, zmieniajaca jasno$¢ od +3,3 do +14,2™

w ciagu 408 dni. W tym roku gwiazda osiagga maksymalna jasnosé 22 sierpnia,
zmieniajac wyglad gwiazdozbioru Labedzia na kilkadziesiat dni. Sama gwiazda
znajduje sie na linii taczacej gwiazdy n Cyg i Albireo (8 Cyg) jakie$ 2,5° od
pierwszej z wymienionych gwiazd, a potudnik lokalny przecina niewiele przed

poinoca.

1 sierpnia Ksiezyc zaprezentuje swoja tarcze oSwietlong
w polowie, $wiecac 5,5° pod Zuben Elgenubi, czyli
gwiazda o gwiazdozbioru Wagi. W tym czasie przebywa
on daleko na potudnie od ekliptyki i do pelni, przez
ktora przejdzie 9 dnia miesiaca, jego wysokos¢ na niebie
nie przekroczy 20°. Tutaj warto wspomnieé¢ o spotkaniu
Ksiezyca w fazie 71% z Antaresem, czyli najjasniejszg
gwiazdg Skorpiona, 3 sierpnia, gdy wieczorem dystans
miedzy tymi cialami niebieskimi zmniejszy si¢ do 3°.
Trzy dni p6Zniej Ksiezyc w fazie zwickszonej do 93%
minie w podobnej odleglosci Nunki, jedng z jasniejszych
gwiazd Strzelca.

Noce z 11 na 12 i z 12 na 13 sierpnia Ksiezyc spedzi

w towarzystwie pary planet Saturn-Neptun. Do tego
momentu jego faza spadnie ponizej 90%. Najpierw
Ksiezyc pokaze sie 7° na zachéd od Saturna, a nastepnie
w podobnej odleglosci, ale na péinocny wschéd od
planety z pierscieniami. Obie planety zblizaja sie do
wrzesniowych opozycji i §wieca na niebie przez caty
najciemniejsza cze$¢ nocy, gorujac okolo godziny 3,

a dystans miedzy nimi wynosi okolo 1°. Saturn
pojasnieje do +0,7™ przy $rednicy tarczy 17”. Jasno$é
Neptuna wynosi +7,8™. Pierscienie Saturna ponownie
zaczng sie zwezac i stosunek ich maltej do wielkiej potosi
zmniejszy sie do 0,05.

16 sierpnia naturalny satelita Ziemi przejdzie przez
ostatnia kwadre, zajmujac pozycje mniej wiecej 8°

na zachéd od Plejad. Dobe pézniej Ksiezyc przesunie
sie 0 13° na wschdd, $wiecac 5° na wschéd od nich.
Niecale 4° na poludnie od tej gromady gwiazd swoja
petle na niebie kresli planeta Uran, ktéra w listopadzie
przejdzie przez opozycje. Do konca sierpnia Uran zblizy
sie na mniej niz 3° do gwiazdy 4. wielkosci 37 Tau, a jej
blask wyniesie +5,7".

Po ostatniej kwadrze Ksiezyc stanie sie ozdobg

porannego nieba, wznoszac si¢ wysoko na niebie, mimo
malej fazy i nieduzej odleglosci katowej od Stonca.

Bardzo dobrze widoczne stanie sie tzw. $wiatto popielate.

Do nowiu, przez ktéry przejdzie 23 sierpnia, czeka go
kilka spotkan z jasnymi obiektami na niebie. 18 sierpnia
Ksiezyc zaprezentuje tarcze w fazie 29%, zblizajac sie
na 2,5° do gwiazdy El Nath, drugiej co do jasnosci
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gwiazdy Byka. O godzinie 4 oba ciala osiagna wysokosé
prawie 40°.

Bardzo ciekawa konfiguracja stanie sie udziatem
Ksiezyca 20 sierpnia. Tego ranka jego sierp zwezi

sie do 11% i o tej samej porze zajmie pozycje na
wysokosci 18°. W bezposrednim jego sasiedztwie
znajdzie sie kilka jasnych obiektéw: 5° na lewo pokaze
si¢ para gwiazd Kastor i Polluks, czyli dwie najjadniejsze
gwiazdy Blizniat, tyle samo, tylko na prawo od Ksiezyca
znajdzie sie planeta Jowisz, 6,5° na poludnie za$ da si¢
dostrzec planete Wenus. Dobe p6zniej Srebrny Glob
zmniejszy faze do 5%, tworzac tréjkat réwnoramienny

z Polluksem i Wenus o dlugosci ramion 9°.

Dwie najjasniejsze planety na naszym niebie w sierpniu
uciesza wzrok obserwatoréw nieba, tworzac catkiem
ciasny uklad. Na poczatku miesiaca to Wenus zajmie
wyzsza pozycje na niebie, do konca sierpnia pokona
jednak ponad 35°, mijajac po drodze Jowisza, ktéry

w tym samym czasie przesunie si¢ o 6°. 12 sierpnia
dystans miedzy planetami zmniejszy sie do mniej niz 1°,
a 1 wrzesnia Wenus przejdzie niewiele dalej od M44.

W sierpniu Jowisz swieci blaskiem —2" przy S$rednicy
tarczy 34”. Wenus jest o 2™ jasniejsza, $rednica jej
tarczy spadnie do 12”, faza urosnie za$ do 84%.

W ostatniej dekadzie miesiaca poranne niebo ozdobi
réwniez planeta Merkury, ktéra 19 sierpnia osiagnie
swoja maksymalna elongacje zachodnia, oddalajac sie
od Stonca na 19°. Okoto godziny 4:30 planeta wzniesie
sie na wysokos¢ 5°, a potem zacznie sie zbliza¢ do
Stonca, pozostajac widoczna do konca sierpnia. W tym
czasie jej jasno$¢ zwiekszy sie od 0™ do —1™, przy
tarczy o $rednicy 6” i fazie rosnacej od 40% do 85%.
22 sierpnia bardzo cienki sierp Ksiezyca znajdzie sie

6° od Merkurego, na godzinie 8 wzgledem niego.

Na koniec sierpnia Ksiezyc przeniesie sie na niebo
wieczorne, jednak ze wzgledu na niekorzystne
nachylenie ekliptyki jest widoczny stabo, wedrujac nisko
i zachodzac niewiele po Storicu. 31 sierpnia, majac tarcze
oswietlona w potowie, pokaze sie on ponownie 4° na
lewo od Antaresa. Tym razem po jego drugiej stronie.

Ariel MAJCHER



Rozwigzania zadan ze strony 3

i Rozwigzanie zadania M 1825.

Z réwnosci katéw mamy CD||AE. Niech prosta przechodzaca
przez B i réwnolegla do AE przecina AC' i CE odpowiednio

w punktach P i Q. Zauwazmy, ze P i ) dziela podstawy C A

i CE podobnych tréojkatéw réwnoramiennych ABC i EDC w tym
samym stosunku, wiec xCBP = xCDQ. Wobec tego czworokat
BCDQ jest réwnolegtobokiem, a $rodki odcinkéw BD i CQ
oczywiscie sie pokrywaja.

D C

E A

i Rozwigzanie zadania M 1826.
Niech z1 < z2 < ... < x2, beda liczbami zapisanymi na kartach.
Udowodnimy, ze s1 = x1 + 23 + ...+ Tan—_1 Ooraz sa = T2 + x4 +
...+ x2, spelniajg warunki zadania. Nieréwno$é s1 < s2 jest
oczywista. Rozwazmy drugg nieréwnosé
S1 T3+ 5...+Tap—1+ 1
- 2 =
s2 xat+wTgt ... +T2m—2 + 2
S Ty +Ta+ ... +Top—2+1
T ot zat...taon_2+2
1
=
T2+ T4+ ...+ Tan—2+2

Il
-
|

& Rozwigzanie zadania M 1827.
Liczby p i q sa wzglednie pierwsze, wiec istnieje takie 1 < a < g, ze
ap =1 (mod q). Rozpatrzmy teraz dwa przypadki.

e Jesli 1 < a < p, to rozpatrzmy dwie kolejne liczby: ap oraz
ap — 1. Poniewaz 1 < a < p, najwiekszym dzielnikiem pierwszym
liczby ap jest p. Ponadto ap — 1 < p? — 1 < ¢2, wiec liczba
catkowita (ap — 1)/q jest mniejsza od ¢, zatem zaden dzielnik
pierwszy liczby ap — 1 nie przekracza q.

e Jedlip<a<gq,wtedy (g—a)p=—-1 (modgqg)il<g—a<gq.

Rozpatrzmy teraz dwie kolejne liczby (¢ — a)p oraz (¢ — a)p + 1.

Poniewaz ¢ — p < p < a, wiec ¢ — a < p, a wiec najwiekszym
dzielnikiem pierwszym liczby (¢ — a)p jest p. Z drugiej strony

(¢ — a)p+ 1 < ¢2, zatem liczba catkowita ((¢ — a)p + 1)/q jest
mniejsza od g i podobnie jak w pierwszym przypadku zaden
dzielnik pierwszy liczby (¢ — a)p + 1 nie przekracza q.

ﬁ Rozwigzanie zadania F 1125.

Zbadajmy ruch malego elementu masy Am znajdujacego sie
w chwili poczatkowej w odlegtosci r od srodka ciala. Element
ten oddala sie od $rodka ciata z predkoécia v = Hr i jest
przyciagany grawitacyjnie jedynie przez mase wypelniajaca
kule o promieniu r. Masa znajdujaca sie w odleglosci od
$rodka wiekszej niz r ,jucieka” z predkoécia wieksza niz Hr

i nie oddziatuje grawitacyjnie na Am. Caltkowita energia AE
elementu Am wynosi:

4rr3pGAm 1

AE = — Amw?
3r + 2 mv
= 7747rr‘5pGAm + lAmHQTQ.
3r 2

Ekspansja skoriczy si¢ ponownym skupieniem (,zapadnigciem”)
masy, jesli AE < 0. Oznacza to, ze ekspansja wyhamuje, po czym
zakonczy sie ponownym skupieniem calej masy, jesli poczatkowa
gesto$¢ masy ciala spelniata warunek:

3H?

> —.
P 8rG

& Rozwigzanie zadania F 1126.

Minimalna prace potrzebng do zamrozenia wody obliczymy,
poréwnujac dziatanie kompresora z odwréconym cyklem Carnota
— pobierajacym cieplo od wody o temperaturze bezwzglednej

T1 = tyw + 273 K i oddajacym cieplo otoczeniu o temperaturze
bezwzglednej To = tp + 273 K (T2 > T1), wykonujacym przy tym
prace W = Pt. Cieplo pobrane Q1 = Lm, a oddane Q2 = Q1 + W.
Na podstawie II zasady termodynamiki wiemy, Zze spelniona jest
nieréwnosé¢ Clausiusa:

Q@
Tn T
czyli (Q2 = Q1+ W):
Ty — T Ty — T
W=pPr>=2""10==2""Im
T T

Ostatecznie:
< (To —T1)Lm

TP
Liczbowo: 7 > 918 s &~ 15,3 minuty.

Studencka Konferencja Naukowa

w ramch obchodéw dni prof. Antoniego Hob

elements )(
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Zadania

W 80 dni dookotla...
Barttomiej BZDEGA

W tym numerze, bez szczegdlnego wstepu, zapraszam do zmagan
z kombinatorycznymi zadaniami o okregach i sferach.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

1. Koledzy Fredka mieszkaja na okregu. Fredek chce ich wszystkich odwiedzié¢

i u kazdego z nich zatankowaé (Fredek ma nieograniczone mozliwosci
tankowania). Kiedy zatankowane paliwo zuzyje sie, Fredek nie bedzie mial
mozliwosci kontynuowania podrozy. Wszyscy koledzy maja w sumie tyle
paliwa, aby wystarczylo Fredkowi na odbycie podrézy po calym okregu.
Dowiesé, ze Fredek moze rozpoczaé¢ podréz od kolegi w takim miejscu, ze
jadac po okregu i tankujac po drodze, odwiedzi wszystkich kolegéw i wroéci do

punktu wyjscia.

(0Obéz navkowy Olimpiady Matematycznej, 1999)

2. Swiat ma ksztalt sfery. Fredek, spogladajac na $wiat
z dowolnego punktu lezacego na zewnatrz Swiata,
uszczesliwia te czedé $wiata, ktora widzi. 21 stycznia
o godzinie 10:00 Fredek spojrzal na $wiat po raz
pierwszy, 21 lutego o godzinie 10:00 Fredek spojrzal
na $wiat (by¢ moze z innego punktu) po raz drugi
i podobnie 21 dnia kazdego miesigca spogladal na
$wiat o godzinie 10:00. Kiedy najwczesniej Fredek
moze uszczesliwié caly sSwiat?

(Obéz naukowy Olimpiady Matematycznej, 2001)
3. Na okregu o $rodku O pomalowano na czerwono
pewna skoniczong liczbe roztacznych hukow.
Udowodnié, ze jedli taczna dtugosé czerwonych tukéw:
(a) jest wieksza niz polowa dlugosci okregu, to dla
pewnych dwdéch czerwonych punktéw A i B kat
AOB jest prosty.

(b) jest mniejsza niz polowa dlugosci okregu, to
takich punktow jak wyzej by¢ nie musi.

(IX Wielkopolska Liga Matematyczna,

zmodyfikowane)

4. Rozwiazaé tréjwymiarowa wersje punktu (b)
poprzedniego zadania: pokoloruj na czerwono
pewien obszar sfery mniejszy niz 1 — 11/2 ~ 0,2929
jej powierzchni w taki sposob, by nie byto dwdéch
czerwonych punktéw tworzacych kat prosty
o wierzchotku w $rodku sfery.

5. Na torze w ksztalcie okregu biegnie n zawodnikow,
kazdy porusza sie ze stala szybkodcia i wszyscy
biegna w te samg strone. Zawodnicy wystartowali
réwnoczes$nie z tego samego miejsca na torze.

Po pewnym czasie wszyscy réwnocze$nie wrécili

w to miejsce i zakonczyli bieg. Kazdy z nich wykonat
inna liczbe okrazen. Na torze bylo doktadnie

k miejsc, w ktorych wszyscy zawodnicy pojawili

sie rownoczesnie, wliczajac w to miejsce startu.

W zaleznosci od n wyznaczy¢ wszystkie mozliwe
wartoéci k.

(Matematyczny Kalendarz Adwentowy 2023,
zmodyfikowane)

6. Po okraglym torze o dlugoéci 1 biega n zawodnikéw.
Wszyscy zaczynaja w tym samym miejscu i poruszaja
sie przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara, kazdy
z inng szybkoscia, wyrazajaca si¢ liczba naturalna.
Nazwijmy biegacza d-samotnym, jesli na tukach
otwartych o dlugosci § w przod i wstecz od niego
nie ma zadnych innych biegaczy. Przez §,, oznaczmy
najwieksza taka liczbe, dla ktoérej, niezaleznie
od szybkosci biegaczy, kazdy z nich w pewnym
momencie jest §,-samotny.

(a) Udowodni¢, ze 6 = 1 i3 = &.
(b) Wrykazaé, ze 6, > 5.
(Problem samotnego biegacza)
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